es relativamente remota. Si 1a asignacion de bits a los simbolos sigue la secuencia binaria mostrada
en las regiones de decision de la figura 4.32a, algunos errores de simbolo usualmente resultardn en
dos 0 mas hits erréneos, alin con grandes SNR's.

Para esquemas no ortogonales, tales como MPSK, frecuentemente se usa un codigo binario a M-ario
tal que las secuencias binarias correspondientes a simbolos adyacentes (desplazamiento en fase)
difieran solamente en una posicion del bit; entonces cuando ocurre un error M-ario en simbolo, es
mas probable que solo uno de los k bits de entrada resulte en error. Un cddigo que proporciona la
caracteristica descrita es e cddigo Gray; la figura 4.32b ilustra la asignacién simbolo a bit
utilizando codigo Gray para 8PSK. Aqui se puede ver que los simbolos vecinos difieren e uno del
otro en sblo una posicion de bit. Por |o tanto, la ocurrencia de errores en multiples bits, para un error
de simbolo dado, se reduce considerablemente comparado con la asignacion binaria de la figura
4.32a. Se puede demostrar que utilizando codigo Gray la probabilidad de bit erroneo es

Po»— = =P (parape <<y (4.119)
logaM  k

4.8. CONCLUSION

Hemos catalogado algunos formatos basicos de modulacién paso banda, particularmente FSK y
PSK. Hemos considerado un punto de vista geométrico de los vectores de sefides y ruido,
particularmente en conjuntos de sefiales ortogonales y antipodales. Este punto de vista geométrico
nos habilita para considerar €l problema de la deteccion en e esgquema del espacio de sefiales
ortogonales y sus regiones asociadas. El enfoque de espacios, y € efecto del vector de ruido que
ocasiona que las sefidles transmitidas caigan en la region de decisién incorrecta, facilita la
comprension del problema de deteccion para las diversas técnicas de modul acion.

49 de 49



Ps _ 2! M/2

—= = 4.117
PE 2¢-1 M-1 ( )
En € limite conforme k se incrementa, tenemos
im Ps _1 (4.118)
k¥ Pg 2
Como demostracion de la ecuacion 4.117 tomemos e g emplo de mensaje octal de lafigura4.31.
Posicion
del bit
0 0 0
0 0 1
0 1 0
Simbolo transmitido | 0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

Figura 4.31. Ejemplo de Pg vSPe.

Los simbolos del mensaje (asumiéndol os equiprobables) seran transmitidos usando formas de onda
ortogonales tal como FSK. Con modulacion ortogonal, una decision errdnea transformara la sefia
correcta en una de (M-1) sefiales incorrectas con igual probabilidad. El gemplo en la figura 4.31
indica que e simbolo compuesto por 0 1 1 fue transmitido. Un error puede ocurrir en cualquiera de
los otros 2*-1=7 simbolos con igual probabilidad. Note que debido a que sdlo se hace un error sobre
el simbolo esto no quiere decir que todos los bits dentro del simbolo son erroneos. En lafigura4.31,
s el receptor decide que € simbolo transmitido es el del fondo de lalista, compuesto por 1 1 1, dos
delos tres bits del simbolo transmitido seran correctos; solo un bit resultaré en error. De esta forma
es aparente que Pg serdmenor o igual a Pe.

Considere cualquiera de las columnas que indican las posiciones de bit en la figura 4.31. Para cada
posicién de bit, la localidad del bit consiste de 50% de unos 'y 50% de ceros. En €l contexto de la
primera posicion del bit (columna més a la derecha) y del simbolo transmitido, ¢Cuantas formas
existen ahi para ocasionar un error a digito binario uno? Existen 2'=4 formas (cuatro lugares en
donde aparecen ceros en la columna) en que un error de bit se hace; este es e mismo para cada una
de las columnas. La relacion final, Pe/Pg, para modulacion con sefiales ortogonales de la ecuacion
4.117, se obtiene a formar la siguiente relacion: e nimero de formas en que se puede hacer un
error de bit (2% dividido entre el nimero de formas en que se puede hacer un error de simbolo (2
1). Parael ejemplo delafigura4.31, Pe/Pe=4/7.

4.7.4. Probabilidad de bit erréneo vs probabilidad de simbolo erréneo para
MPSK

Para el caso de modulacién MPSK, Pg es menor o igua a Pg, justamente igual que en el caso de
MFSK. Sin embargo, existe una diferencia importante. Para modulacion ortogonal, seleccionar uno
de los (M-1) simbolos erréneos es igualmente probable. En el caso de MPSK, cada vector de sefial
no es equidistante al resto de los otros. La figura 4.32a, muestra un espacio de decision 8-ario con
las regiones acotadas en notacion binaria. Si el simbolo (0 1 1) se transmite, es claro que puede
surgir un error, la sefial transmitida serd confundida con mayor probabilidad con alguno de sus
vecinos méas préximos, (01 0) o (1 0 0). La probabilidad de que (0 1 1) sea confundido con (1 1 1)
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para obtener la probabilidad de simbolo erréneo para los diferentes tipos de modulacion, en € caso
general en donde M=2">2.

Modulacién (M=2">2) Pe
®[2E o)
PSK coherente 2Q ° sengg
NO M ﬂ
PSK no coherente, DPSK 208 |25 een P 9
no coherente —sen——1
/ E N < 2m
2[Es 0
FSK coherente (M-DQ¢, | —=
NO ﬂ
1 ® Esod¥ MO eeEs O
—expc- — (-D'¢ . Fex =
FSK no coherente M Pg Nozja;g( ) gj B pngob

Tabla 4.5. Expresiones de probabilidad de bit erréneo para diferentes tipos de modulacion M-aria.
En donde

aé/lgz M
€i5 jiv- )

Revisemos el proceso de modulacion M-aria. El transmisor considera k bits en un tiempo. Este
instruye al modulador para producir una de M=2" formas de onda; la modulacién binaria es el caso
especial en donde k=1, M=2. ¢l a modulacion M-aria mejora o degrada el desempefio en error? Se
puede demostrar graficamente que conforme se incrementa k se mejora € desempefio para
modulacion usando sefiales ortogonales. Por el contrario, conforme k se incrementa se empeora el
desempefio para MPSK. ¢Puede ser esto verdad? Y s es verdad, ¢Porqué se usa MPSK si degrada
e desempefio en error? Esto es verdad, y muchos sistemas usan MPSK. La situacion es que la
probabilidad de bit erréneo no es & Unico criterio para seleccionar un tipo de modulacion particular;
existen muchos otros tales como ancho de banda, potencia, rendimiento y complejidad.

(4.116)

Una caracteristica de desempefio que no esta explicita en las curvas de probabilidad de bit erréneo
es el ancho de banda. Por jemplo, cuando se incrementa k también se incrementa el ancho de banda
requerido en e caso de modulacion con sefidles ortogonales. Por e contrario, para MPSK,
conforme k se incrementa se puede transmitir una tasa de bits mas grande dentro del mismo ancho
de banda.

En resumen, en el caso de modulacion con sefiales ortogonales, la mejora en error se consigue a
expensas del deterioro en ancho de banda. Por otra parte, en MPSK, la mejora en ancho de banda se
consigue a expensas del deterioro en error. El desempefio en ancho de banda vs el desempefio en
error es un compromiso importante en la seleccion de un tipo de modulacion particular. La
seleccion depende de la aplicacion: sistemas limitados en ancho de banda (telefonia), sistemas
limitados en error (transmision de datos) y sistemas limitados en potencia (comunicaciones via
satélite).

4.7.3. Probabilidad de bit erréneo vs probabilidad de simbolo erréneo para
sefiales ortogonales

Se puede demostrar que larelacién entre Pg y Pe es
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Lafigura4.29 se obtuvo con el siguiente codigo en MatL ab.

x1=-1.0:0. 1: 15;

x2=x1/ 10;

for i=1: 161
x(i)=10"x2(i);
PSK(i)=0.5%erfc(sqrt(2*x(i))/sqrt(2));
DPSK(i)=0.5*exp(-1*x(i));
FSK(i)=0.5*erfc(sqgrt(x(i))/sqrt(2));
FSKNC(i ) =0. 5*exp(-0.5*x(i));

end

sem | ogy(x1, PSK, x1, DPSK, x1, FSK, x1, FSKNC);

4.7. PROBABILIDAD DE SIMBOLO ERRONEO PARA SISTEMAS M-
ARIOS

4.7.1. Desempefio de bit erréneo ideal

La curva de probabilidad de error tipica para E,/N, fue mostrada como una forma de “caida de
agua’ en lafigura 4.29. La figura 4.29 muestra la probabilidad de bit erroneo (Pg) para diversos
tipos de modulacion en el caso binario. ¢Como deberia lucir una curva de Pg vs E/No ideal? La
figura 4.30 muestrala caracteristicaideal conocida como el limite de Shannon. El limite representa
e umbral de E,/N, debajo del cual l1as comunicaciones reales no pueden mantenerse.

Ps
A -
Curvatipicade Pg vs Ex/N,
2 Direccion parael
mejoramiento de laPg
Curvaideal
/
0 p Ev/N, (dB)

«—— Limite de Shannon

-1.6 (dB)

Figura 4.30. Curvaideal de Pg vs E,/No.

Se puede describir la curva ideal de la figura 4.30 como sigue. Para todos los valores arriba del
limite de Shannon, Py es cero. Una vez que se reduce E,/N, abgjo del limite de Shannon, Pg se
degrada hasta €l peor caso de ¥2. (Note quePg=1 no es & peor caso para la modulacion binaria, ya
que esta valor es precisamente tan bueno como Pg=0; s la probabilidad de hacer un error es del
100%, simplemente se puede invertir la cadena de bits para obtener los datos correctos). Debe ser
claro, al comparar la curvas tipicas con laidea paraPg en lafigura 4.30, que la flecha grande en la
figura describe la direccién deseada en e movimiento para conseguir unamejoraen e desempefio.

4.7.2. Resumen de la probabilidad de bit erroneo M-aria

Note que en & caso de modulacién M-aria es conveniente expresar la probabilidad de simbolo
erroneo Pe en lugar de la probabilidad de bit erréneo Pg. La siguiente tabla resume las expresiones
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4.6.5. Comparacion en la probabilidad de bit erréneo para diversos tipos de
modulacion

Las expresiones de Py para los esquemas de modulacion bien conocidos discutidos anteriormente
son listados en la tabla 4.4 y su gréfica se muestra en la figura 4.29. Para Ps=10-4, se puede
observar que existe una diferencia de 4 dB entre el mejor (PSK coherente) y e peor (FSK no
coherente) tipo de modulacion. En algunos casos, 4 dB es un pequefio precio a pagar por la
simplicidad de implementacion ganada al ir de PSK coherente a FSK no coherente; sin embargo,
para otros casos, aln 1 dB de pérdida es demasiado. Existen otras consideraciones ademés de la Pg
y lacomplegjidad del sistema; por egemplo, en algunos casos (tales como canal con desvanecimiento
aeatorio), un sistema no coherente es mas deseable debido a que es dificil mantener la referencia
coherente. Las sefidles que pueden resistir una degradacion significante antes de que su habilidad
para ser detectadas se afecte, son obviamente deseables en aplicaciones militares.

Modulacién (M=2"=2) Ps
2(2Ebr O
PSK coherente Q =
NO ﬂ
1 2 Evd
PSK no coherente, DPSK 5 expe- No o
e Nog
&/ Epr 0
FSK coherente Q& =
NO g
lexpa? Eo 0
FSK no coherente 27 INo

10— ‘ \
_
FSK no coherente
10° + ]
Limite de Shannon AN
(-1.6dB) \\
-10
10+ FSK coherente i
DPSK no coherente
-15
10 PSK coherente 1
1020 L | | | | | | L
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 4.29. Curvas de probabilidad de bit errneo para diferentes tipos de modulacion binaria.
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2(2T) = é[m(t)]zdt - [a®)]?dt =0

Por lo tanto, pares de sefiales DPSK se pueden representar como sefiadles ortogonales de duracion
2T. La deteccion puede corresponder a la deteccidn de envolvente no coherente con cuatro canales
acoplados a cada una de las posibles envolventes de salida, como se muestra en la figura 4.28a.
Debido a que los dos detectores de envolvente que representan cada simbolo son negativos uno del
otro, la muestra de la envolvente de cada uno seré la misma. Por lo tanto se puede implementar €l
detector con un solo canal para sy(t) acoplado a cualquiera (Xz, X1) 0 (X2, X2), ¥ un solo canal para
S,(t) acoplado a cualquiera (X1, X2) 0 (X2, X1), cOMO se muestra en lafigura 4.28b.

Filtros acoplados a
envolventes de sefial

r(v) ) L e Etapa de st
decision >
—P X X1
€Y
Filtros acoplados a
envolventes de sefial
X, X [P Si(t)
r(t) Etapa de I
decision
X, X2 P
(b)

Figura 4.28. Deteccion DPSK. (@) Cuatro canales. (b) Dos canales.

Por lo tanto e detector DPSK se reduce a un detector no coherente de dos canales estandar. En
realidad, el filtro se puede acoplar a la sefid de diferencias de manera que solo es necesario un
canal. Para sefiades ortogonales, el esquema de deteccidn opera con la probabilidad de bit erréneo de
la ecuacion 4.111. Debido a que las sefiales DPSK tienen un intervalo de 2T, las sefiales si(t)
definidas en la ecuacion 4.113 tienen dos veces la energia con respecto a la sefial definida en una
duracién del simbolo de T segundos. Por |o tanto podemos escribir Pg como

9 (4.115)

Esta expresion es valida para el detector ptimo de la figura 4.18. Cuando se compara el desempefio
en error de la ecuacién 4.115 con aquella para PSK coherente, se puede observar que parala misma
Ps, DPSK requiere aproximadamente 1 dB adiciona de E,/N, que la requerida para BPSK (para
Pg£10™). Es més sencillo implementar un sistema DPSK que uno PSK, debido a que € receptor
DPSK no requiere sincronia en fase. Por esta razén, DPSK, no obstante que es menos eficiente que
PSK, eslaeleccion preferida entre las dos opciones.
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4.6.4. Probabilidad de bit erroneo para BPSK no coherente (DPSK)
Sea el siguiente conjunto de sefiales BPSK

xa(t) = \/ZTE cos(wot +f )

x2(t) = \/Z_TE cos(wot +f £p) (4.112)

Una caracteristica de DPSK es que no existen regiones fijas en el espacio de sefidles. En lugar de
ello, la decisidn se basa en la diferencia de fase entre sefiaes recibidas sucesivamente. Entonces,
para modulacion DPSK, en realidad se transmite cada bit mediante el siguiente par de sefidles
binarias

S1()=(x, X1) 0 (X2, X2) OLtE2T

Sg(t)z(xl, X2) (0} (X2, Xl) OEtE2T (4113)

que resultan ser las cuatro posibles combinaciones de agrupar pares de bits (regla de codificacién
XOR, como se muestra a continuacion).

Bitent-1 Bitent DPSK
0 0 X1(t)
0 1 Xo(t)
1 0 X2(t)
1 1 X1(t)

En la ecuacion 4.113, (x;, X)) (i, j=1, 2) denota x;(t) seguida de x;(t) definida en la ecuacion 4.112.
Debido a que los primeros T segundos de la forma de onda actual son los Ultimos T segundos de la
forma de onda anterior, como se muestra en la figura 4.27, entonces la correlacion para cualquier
combinacion de formas de onda es

si(t)
—

LA,
WEERN

-
si(t)

Figura 4.27. Modulacion DPSK.

2(2T) = éﬂ(t)sz(t)dt
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Z2 é (z2° +A2)U a2 AE ¥ 712 ('j u
Ps = ex I : exp Tdzydz2 4.105
QSO pg 250° 9°3s0 g@Qs é g (4.109)

endonde A=-/2E/T vy laintegral interior es la probabilidad condicional de un error para un valor

fijo de z,, dado que s,(t) se envid, y la integral exterior promedia esta probabilidad condicional
sobre todos los valores posibles de z,. La evaluacion de estaintegral proporciona

& A% 0
=1exp§- Azi
2 4s, o

Por otra parte el ruido alasalidade filtro, s 7, se puede expresar como (ver figura 4.26)

Filtro
M —» g P o)

Go(h) H() Gral)
P oNg2 T 1 T No/2
» f — : » f i : » f
2Wf 2Wf

Figura 4.26. Ruido ala salida del filtro paso banda.

502 = 2 00 (4.108)
en donde G,(f)=N,/2 y W; es el ancho de banda dd filtro. Sustituyendo 4.108 en 4.107

® A% 0
Ps =1exp > _A I (4.109)
2 § 4NoWr

Laecuacién 4.109 indica que e desemperfio en error depende del ancho de banda ddl filtro, y que Pg
disminuye conforme W; es decrementado. El resultado es vaido sdlo cuando la ISl es despreciable.
El minimo W; permisible (para cero 1Sl) se obtiene de la ecuacion 3.77 con € factor de roll-off r=0.
Entonces con Wi=R bits/s=1/T la ecuacion 4.109 se convierte en

& A%TO
Pe = Lexpe A1 2 (4.110)
2 4Noé
1 & Evo
Ps = —expc- = 4,111
® = %P oNey (4.111)

en donde E,=(1/2)A’T es la energia por bit. Cuando se compara e desempefio en error entre FSK
coherente y no coherente, se puede ver que para la misma P, FSK no coherente requiere de
aproximadamente 1 dB adicional de Ey/N, que para FSK coherente (para Ps£10™). El detector FSK
no coherente es més sencillo de implementar, ya que no se necesitan generar sefiales de referencia.
Por esta razén la mayoria de los detectores FSK usan deteccion no coherente. En la siguiente
seccion se vera que la misma diferencia de 3dB entre FSK y PSK coherentes ocurre entre FSK y
PSK no coherentes.
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P = QT p(Z/s2)dz (4.100)

PB=P(Z]_>22|52) (4101)

En donde z; y z, denotan las salidas z1(T) y z,(T) de los detectores de envolvente de la figura 4.22.
Para €l caso en donde e tono s,(t)=cosw2t se envia, de manera tal que r(t)=s,(t)+n(t), la salida,
z4(T), es una variable aeatoria Gausiana Unicamente; esta no tiene componente de sefial. Una
distribucion Gausiana de entrada a un detector de envolvente no lineal proporciona una distribucion
de Rayleigh ala salida de manera que (ver figura 4.25)

Z
Filtro Detector de Componente
f, P envolvente > deruido

r(H)=sx(t)+n(t)

z
Filtro Detector de | gomE;”e”t,e
f, P envolvente > rjgﬁ” mas

Figura 4.25. Deteccion no coherente de FSK usando detectores de envolvente.

‘Iliex &i 2712 9 2130
p(zis) =157 O 25,75 (4.102)

1 0 21<0

en donde s, es el ruido alasalidadel filtro. Por otra parte, z,(T) tiene distribucién Rician, dado que
el detector de envolvente inferior es sefid mas ruido. La pdf p(z,|s,) se puede escribir como

122 & (222 + A0, az2Ab
_ I — exp&- 5 oG+ 2230
p(z2s2) =1 s, 2502 5 €S0’ g (4.103)

1 0 22<0

en donde A=-/2E/T ,y s,? es e ruido ala salida del filtro. La funcion 14(x), conocida como la
funcion modificada de Bessel de orden cero del primer tipo, se define como

1 &
lo(X) = 2 anp(xcosq)dq (4.104)
Cuando se transmite s,(t), € receptor comete un error siempre gque la muestra de la envolvente z4(T)
obtenida del canal superior (debida a ruido Unicamente) excede la muestra de la envolvente z,(T)
obtenida del cana inferior (debida a la sefial més ruido). Entonces la probabilidad de tal error se
obtiene a integrar p(z]s,) con respecto a z; desde z, hasta infinito, y entonces promediando sobre
todos los posibles valores de z,. Esto es

Ps=P(z:>72]s>)

P = 6 p(zZ\SZ)ga p(zqs,z)dzlgm (4.105)
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lo que significa que g=p/2, como se muestra en lasiguiente figura

y ot)

Sz g=p/2
ya(t)

S1

Sustituyendo r =0 en la probabilidad de bit erréneo de la ecuacion 4.93

Eb(l r)u 1

0= oo Qm p§ 2 (4.97)

Si comparamos la ecuacion 4.97 con la ecuacion 4.84, podemos ver que se requieren 3dB (factor de
2) més de E,/N, para que BFSK proporcione € mismo desempefio que BPSK. No debe ser
sorprendente que e desempefio de BFSK es peor que BPSK, ya que para una potencia dada de la
sefia, |os vectores ortogonal es estan espaciados mas cercanamente gue para vectores antipodal es.

PB—Q

&

4.6.3. Probabilidad de bit erroneo para BFSK no coherente

Considere € conjunto de sefiales equiprobables binarias { si(t)}, definidas en la ecuacién 4.27 como

sigue
2E i=12
si(t) =./— coslwit +f
® T S( )0£t£T

El término de fase, f, es incdgnitay se asume constante. El detector esta caracterizado por M=2
canales de filtros paso banda y detectores de envolvente como se muestra en la figura 4.22. La
entrada al detector consiste de la sefial recibida, r(t)=s;(t)+n(t), en donde n(t) es un proceso AWGN
con densidad espectral de potencia bilateral No/2. Asuma que si(t) ¥ sx(t) estan suficientemente
separadas en frecuencia de manera que tienen solapamiento despreciable. Se empieza con el calculo
de la probabilidad de bit erréneo, Pg, de la misma forma en que se hizo parala deteccion coherente
de BPSK, con la ecuacion 4.78

Ps= "R (Hzs1)+ YR (H1us)) (4.98)

P == ) p(zs)dz + = ) p(zsa)d
== S = S
B 2Qp(z\ 1)dz 2(;)p(z\ 2)dz

Para el caso binario, la prueba estadistica, z(T), se define por z4(T)-z,(T). Asuma que €l ancho de
banda del filtro es Wi=1/T, de manera que la envolvente de la sefial FSK es aproximadamente

preservada alasalidadel filtro. Si no existieraruido en el receptor, z(T) =+/2E/T cuando se envia

si(t),y z(T)=-+/2E/T cuando se envia s,(t). Debido atal simetria, el umbral optimo es g,=0. La
pdf p(z|sy) es similar ap(z|s,); es decir

p(zls1) = p(-zls2) (4.99)
Por lo tanto se puede escribir
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A= 2E» =102 T =1=10'6s
VT R
Por lo tanto
2
Eb = AZT =5X10°1J y 2B _316
(o]

de 4.84y delafuncion de error complementario

& o]
Pe=Q /2NEb 7=Q(3.16)=8X 10"
°g

4.6.2. Probabilidad de bit erroneo para BFSK coherente

Debido a que la deteccion coherente de BFSK también se hace sobre la base del correlador, lateoria
de la seccidn anterior se puede aplicar a BFSK coherente. No obstante, la asignacion de formas de
onda en BFSK coherente no es antipodal, como en & caso de BPSK coherente. Un tratamiento mas
general para sefiaes binarias con deteccion coherente ( no limitado a sefidles antipodales da la
siguiente ecuacion para Pg.

_1 Y ¢ uu
Ps = *Zp Q(l—r)Eb/No expée- ?hdu (4.96)

Sean las siguientes formas de onda a transmitir, de acuerdo con la ecuacion 4.27

Sl(t):JZTEbCOSWﬂ OLtET
Sz(t):42_|_EbCOSW2t O£tET

que expresadas en funcién del conjunto ortogonal

Ya(t) =, 2 cosw it
T
2

Y ot) = T COSW 2t

s1(t) =~/Eb coswit

se convierten en

s2(t) =~/Eb cosw 2t

Calculando €l coeficiente de correlacion de la ecuacion 4.89

17 _147 _ 3 _
= GiDsa(t)dt = EQJEY 1(t)~/EpY 2(t)dt = QY)Y 2(t)dt =0
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a=p

ya(t)
S2 S1

En la ecuacion 3.62, se desarrollé una expresion para la probabilidad de bit erréneo en términos de
laenergia de la diferencia entre dos sefiales binarias, como sigue

o) 0
Ps = Q8 | £ H (4.92)
2N0 ﬂ

Sustituyendo la ecuacion 4.88 en la ecuacion 4.92 tenemos

é [Es(l- r)u
g B )y (4.93)
gl Noo

Pe=Q

Parar=1 (0 g=0), las sefiales estan perfectamente correlacionadas (idénticas). Parar=-1 (0 g=p),
las sefides estan anti-correlacionadas (antipodales). Dado que para BPSK las sefiales son
antipodales, se puede hacer r =-1, y laecuacién 4.93 esidénticaala4.84.

Note que la probabilidad de bit erroneo, Pg, para deteccion coherente de sefides paso banda
antipodales, como se observa en la ecuacion 4.84, es la misma Py que para la deteccion con filtro
acoplado para sefial es banda base antipodal es de la ecuacion 3.67.

El pardmetro Ey/N, de la ecuacion 4.84 se puede expresar como la relacion de la potencia promedio
de la sefial a la potencia promedio del ruido, S/N (o SNR). Al introducir € ancho de banda de la
sefial, W, se pueden escribir la siguientes igualdades, mostrando la relacion entre Ey/N, y SNR para
sefiales binarias.

No No RNo RNW NegRg

en donde
S = Potencia promedio de la sefia modulada
T = Intervalo de duracion del bit
R = UT = Tasade hits
N = N,W

Un andlisis similar para obtener Py en las ecuaciones 4.84 y 4.93 se utiliza para encontrar las
expresiones de P de otros tipos de modulacion.

Ejemplo. Probabilidad de bit erréneo para BPSK.

Encuentre la probabilidad de bit erréneo para un sistema BPSK con una tasa de bits de 1
Mbit/s. Las formas de onda recibidas, s;(t)=Acosw.t y S,(t)=-Acosw,t, son detectadas
coherentemente con un filtro acoplado. El vaor de A es 10 mV. Asuma que la densidad de
potencia espectral del ruido unilateral es N,=10" W/Hz y que la potencia de la sefid y la
energia por bit son normalizadas en relacién a una carga resistiva de 1W.

Solucién.
De 4.40
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y se describe en detalle en laseccion 2.2.4.

Para sefidles antipodales de igual energia, tales como las BPSK en la ecuacion 4.75, las
componentes de sefial alasalida del receptor son, como se mostré en la seccién 4.4.1

ai=-/Ep  parasit)

az=-/E»  parasit)

en donde E;, es la energia por simbolo binario. Para AWGN podemos reemplazar |a varianza del
ruido, s, alasaida del correlador por No/2 (ver seccion 4.1.4), de manera que la ecuacion 4.81 se
puede escribir como

<

¥ é u?
A 1 expe L (4.83)
g 2

P = Qv J2p

Pe=Qf 222 (4.84)
NO g

Expresando 4.81 y 4.84 en términos de la energia de diferencia entre las formas de onda

C>%_C

Ea= QT[Sl(t) _ sa(t)]2dt (4.85)
Ea= ésl(t)zdt +(§)Sg(t)2dt i Zél(t)w(t)dt (4.86)

Asumiendo sefiales con igual energia

T T
Eb= @ si(t)?dt =@ s2(t)?dt (4.87)
E =2E,-2E,r =2Eb(1-r ) (488)
En donde
17
r= & Q1(t)52(t)dt (4.89)
b

es el coeficiente de correlacion cruzada en el tiempo y E, es la energia promedio de las sefidles
binarias, si(t) y sa(t). El coeficiente de correlacion, r, es una medida de similitud entre las dos
sefides, si(t) y s,(t) , tal que

1£r£1 (4.90)

En términos de los vectores de sefial, €l coeficiente de correlacion se puede escribir como

r =cosq (4.91)

en donde g es e angulo entre los dos vectores de sefid s; y S, como se muestra en la siguiente
figura.
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proceso AWGN. Las sefides antipodales s,(t) y s»(t) pueden caracterizarse en un espacio de sefides
unidimensiona como se describid en laseccion 4.4.1, en donde

si(t)=~/EY1(t) OEtET

sy(t)=- VEY(t) OEtET (4.75)

La etapa de decision del detector eligiralas;(t) que tengala salida mas grande del correlador zi(t), o
en el caso de sefidles antipodales con igua energia, € detector, usando la regla de decision en la
ecuacion 4.49, decidira

si(t) 9 2z(T)>g,=0
sy(t)  otrocaso (4.76)

Dostipos de error pueden cometerse, como se muestra en lafigura 4.9: El primer tipo de error toma
lugar i la sefial s,(t) se transmite pero € ruido estal que lamedida del detector es un valor negativo
paraz(T) y se elige la hipétesis H, [la hipotesis que consiste en que la sefid s,(t) fue enviada). El
segundo tipo de error toma lugar si la sefia s,(t) se transmite pero el detector da un valor positivo
paraz(T) y se elige lahipotesis H; [lahipdtesis que consiste en que la sefia s;(t) fue enviada].

Paracalcular la probabilidad de bit erréneo, Pg, para el detector binario de minimo error, se usan las
relaciones de la seccion 3.5, empezando con la ecuacion
Pe=P(H251)P(s1)+P(H18,)P(s2) 4.77)
Para € caso en donde las probabilidades a priori son iguales, es decir P(s1)=P(s,)=1/2 se puede
escribir
Pe="P (Hz81)+ Y2 (H1ys2) (4.78)
Debido alasimetriade las pdf’ s de lafigura 4.9, tenemos

Pe=P(H2/51)=P(Hws5>) (4.79)

Entonces la probabilidad de bit erréneo, Pg, es numéricamente igual a &rea bgjo la “cola’ de
cualquier pdf, yaseap(z|s1) o p(z]sz), que cae en € lado incorrecto del umbral. Por |o tanto, se puede
calcular P de lasiguiente forma

Pe = (5‘ p(Z[s2)dz (4.80)
=(al+a2)/2

En donde las probabilidades, p(z|si) (i=1, 2), son funciones Gausianas con media a;, y € umbral
Optimo g, es g,=(a;+a,)/2. Se demostrd en la seccion 2.2.4 que laecuacion 4.80 sereduce a

¥ 1 é y2u al- a2
Pg = _ 2 exps Y = 9 4.81
° Q(al-az)/ZSO\/E pg 20Ld Qg 250 %] ( )

en donde s, es la desviacion estandar del ruido a la salida del correlador. La funcion Q(x) es
conacida como lafuncion de error complementario o funcion de co-error, definida por

u?u
—fu 4.82
> (4.82)

1

W= L geo

=] %_C

®: @ D
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2p (f1-f) T=2kp

k
fi- fo=— 4.70
1- f2 T ( )

Entonces el espacio de tono minimo requerido para FSK no coherente ocurre cuando k=1

1
fi- fo== 471
1- f2 T ( )

(b) Para encontrara €l espacio minimo de tono requerido para FSK coherente, en donde
el &ngulo f es cero, simplemente se escribe la ecuacion 4.69 con f =0, de la siguiente
forma

sen2p(f-F,) T=0 (4.72)

n
fi- fo=— 473
1- f2 P ( )

Entonces, e espacio minimo de tono requerido para FSK coherente ocurre paran=1 de la
siguiente forma

1
fi- fa= © 474
T or @.74)

Por lo tanto, para la misma tasa de simbolo, la deteccion coherente de FSK puede ocupar
un menor ancho de banda que FSK no coherente. Se puede decir que FSK coherente es
maés eficiente en ancho de banda.

4.6. DESEMPENO EN ERROR PARA SISTEMAS BINARIOS

En la presente seccion se tratard con el desempefio en error para los diferentes tipos de modulacién,
es decir se obtendran las expresiones para € calculo de la probabilidad de bit erréneo para € caso
binario en donde M=2. En la seccion 4.7 se mostrard €l caso general para M>2.

Como ya se ha mostrado, la deteccién coherente de sefiales moduladas se basa ya sea en € filtro
acoplado o en €l correlador. En éste caso la teoria de decision es la misma que se present6 en la
seccion 3.5. Para e caso no coherente, se debe establecer un enfoque diferente al de la seccion 3.5
yaque ladeteccion no se basa en € filtro acoplado o correlador.

4.6.1. Probabilidad de bit erroneo para BPSK coherente

Para los detectores con correlador, filtro acoplado o sus equivalentes, e calculo para obtener la
probabilidad de simbolo erréneo (Pe) se puede ver geométricamente a partir de la figura 4.6. Esto
involucra encontrar la probabilidad de que dado un vector de sefid transmitido, digamos s;, €l
vector de ruido, n, dard origen a que la sefid recibida caiga fuera de laregién 1. La probabilidad de
hacer una decision incorrecta se denomina como Pe. Es Util especificar el desempefio del sistema en
términos de la probabilidad de bit erroneo (Pg), aln cuando las decisiones se realizan en base a
simbolos recibidos. De estaforma, para €l caso en donde M=2, Pg=P.

Asuma que las formas de onda transmitidas son igualmente probables. También suponga que
cuando la sefid si(t) (i=1, 2) se transmite, la sefia recibida es, r(t)=s;(t)+n(t), en donde n(t) es un
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senxseny =- ;cos(x+y)+;cos(x- y)

1 1
senxcosy =§sen(x +Y) +§sen(x - Y)

se puede escribir la ecuacion 4.63 como

cosf CT;ospr 1t cos2pf tdt - senf C;Tgeanf 1t cos2pf stdt =0 (4.64)

cosf (jcoszp(m f)t+cos2o(f1- f2)t]dt-

- senf (jsean(fﬁfz)Hsean(fl- f2)t]dt =0 (4.65)
cosf gsean(f1+fz)t+sen2p(f1- fZ)tB N
& 2p(fit+f2) p(fi- f2) (4

, T
ecosZp(f1+fz)t+c052p(f1- fZ)tE -0 (4.66)

€ 2p(fi+f2) (f1- f2) &

+ senf

cosf gﬁean(f1+ f2)T +Sen2p(f1- f2)T u,

& 2p(fi+f2) 2p(f1- f2)

écos2p (fi1+ f2)T -1 cos2p(fi- f2)T - 10
+senf a + 1=0 :
&  2p(fi+fo2) 2p(f1- f2) g (467

Asumiendo que f;+f,>>1 se puede hacer la siguiente aproximacion

sen2p(fi+ f2)T acos2p(h- fo)T
2p(f1+f2) p(fi- f2)

Entonces combinando la ecuaciones 4.67 y 4.68

@ (4.68)

cosf sen2p(f;-fy)) T+senf [cos2p(fi-fo) T-1] @ (4.69)

Note que para una f arbitraria, los términos en la ecuacién 4.69 sdlo pueden sumar cero
cuando sen2p(f,-f,) T=0, y simultaneamente cos2p(f,-f,) T=1.

Dado que

sen x=0 parax=np
y

cosx=1 parax=2kp

en donde n y k son enteros, ambos sen x=0 y cos x=1 ocurren simultdneamente cuando
n=2k. Por lo tanto, de laecuacion 4.69, paraf arbitraria, se puede escribir
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A 5 (t)=(cos2pft)rect(t/T)
1 Si()=Tsinc(f-f) T

TR -
L e v

f,-(l/T) f|+(1/T)

=h

Figura 4.23. Sefales en el tiempo y en lafrecuencia.
El espectro de dos tonos adyacentes es mostrado en lafigura 4.24.

Tsinc(f-f;) T N \\TSi nc(f-f)T
VAR
Tono 2 i J E \x\ Tono 1
L L »
AP o
olyr' h

Figura 4.24. Minimo espacio de tono para FSK no coherente.

En el sentido de dos tonos no interfieran entre si durante la deteccion, el pico del espectro del tono 1
debe coincidir con uno de los cruces por cero del espectro del tono 2, y en forma similar, €l pico del
espectro del tono 2 debe coincidir con uno de los cruces por cero del espectro del tono 1. La
diferencia de frecuencias entre el centro del 16bulo principal y €l primer cruce por cero representa el
minimo espaciamiento requerido. Esto corresponde ala minima separacion entre tonos de LT Hz.

Ejemplo. Minimo espacio de tono para FSK no coherente.

Considere dos formas de onda cos(2pfit+f) y cos2pfst a ser usadas en la asignacién de
formas de onda para FSK no coherente, en donde f,;>f,. La tasa de simbolos es /T
simbolo/s, en donde T es la duracién del simboloy f es una constante arbitrariaentre O y

2p.

(@ Demuestre que el espacio de tono minimo requerido para FSK con deteccion no
coherente es 1/T.

(b) Demuestre que € espacio de tono minimo requerido para FSK con deteccién
coherente es 1/2T.

Solucion.

(@) Para que las dos formas de onda sean ortogonales, estas deben cumplir con la
ecuacion 4.2 de ortogonalidad

Q}os(aof 1t +f ) cos2pf 2tdt = 0 (4.63)

Utilizando las siguientes identidades trigonométricas

COS(X £ y) =COSXCOSY Fsenxseny

COSXCOSY = ;cos(x +Y) +;cos(x -y)
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Aunque e detector de envolvente mostrado en la figura 4.22 parece funcionalmente més simple que
el receptor de cuadratura de lafigura 4.20, € uso de filtros resulta usualmente en un incremento del
costo con respecto al detector en cuadratura. Los detectores de cuadratura pueden implementarse en
forma digital, de ahi que sean los preferidos por los disefiadores. No obstante, el detector de
envolvente también puede implementarse en forma digital sobre la base de la Transformada Rapida
de Fourier (FFT), pero tales disefios son més complicados gque |os correspondientes a los detectores
en cuadratura.

4.5.4. Espacio de tono minimo requerido para la modulacion FSK no coherente
ortogonal

La modulacion digital FSK usualmente se implementa como una asignacion de formas de onda
ortogonal es en donde cada tono (senoidal) en el conjunto de sefiales no interfiere con ninguno de los
otros tonos. Para que & conjunto de sefiales sea ortogonal, cualquier par de tonos adyacentes debe
tener una separacién de un multiplo de /T Hz. Un tono con frecuencia fi, que es asignada durante
la duracién del intervalo del bit T, tal como el tono FSK descrito en la ecuacion 4.27, puede ser
descrito analiticamente como

si(t)=(cos2pfit)rect(t/T)

en donde

rect(tT)= 1 para—T/2£tET/2
0 para|t |<T/2

Latransformada de Fourier de si(t) es

Si(f)=A{si(t)} =Tsinc(-f;)

Gréficamente, lafigura4.23 muestralas sefial es mencionadas.

A cos2pfit
1 VA d(f-F)+d(F+)]

HOAAY ARM
e 1

=h

-1 0
Tsinc(fT)
A rect(t/T)
1
i
t /1 =
TR0 T2 > UT o VT
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. {0 s r(t)=s,(0)+n(t)
0 S r(t)=s,(t)+n(t)

_ 0 s r(t)=s,(t)+n(t)
w0 {+ S r(=s,()+n()

0 S r(t)=sy(t)+n(t)
24(T)= { N
0 si r(t)=s,(t)+n(t)

No obstante que las salidas en cuadratura, z, y z4, no tienen funcion alguna (su salida siempre es
cero), estas compensan e desempefio del detector contra defasamientos en la sefial recibida.

Ahora considere que se transmite

si(T) =, 2_;5 coswit

L as sefiales del receptor son

L0 2 TR0
2§T§=o ;iT;:o} 2y(T)+2°(T)* 0

z3(T)=0 223(T)=0 2 2 Tv—
2,(T)=0 224(T)=0} 2oz 4(T)=0

Z(T)L 0y positiva

Como z(T) es positiva (mayor a cero), la etapa de decision decide que se transmitid sy(t). Es facil
comprabar e desempefio para cuando se transmite sy(t) y se dgjaal estudiante como gjercicio.

Otra posibilidad de implementacion para la deteccion no coherente de FSK utiliza filtros paso
banda, sintonizados a fi=wi/2p, con ancho de banda W;=1/T, seguidos de detectores de envolvente,
como se muestra en lafigura 4.22. Un detector de envolvente consiste de un rectificador y un filtro
paso bajas. Los detectores son emparejados a las envolventes de las sefiales y no a las sefiales por
si mismas. La fase de la portadora no tiene en importancia en la definicion de la envolvente; por o
tanto no se usa informacién de la fase. En e caso de FSK binario la decision de si se transmitié un
uno o un cero se hace sobre la base de cua de los dos detectores de envolvente tiene la més grande
amplitud en el momento de la medicion. Similarmente, para los sistemas MFSK, |a decision de cua
de las M sefides se transmitio se hace sobre la base de la méxima salida de los M detectores de
envolvente.

Filtros paso banda
centrados a f; con ancho

de banda Wi=1/T
z
Filtro Detector de !
fa P envolvente
I
Filtro Detector de Si (t)
r(t) > f, P envolvente > Etapa de
— decisio —p
ecision
Im
Filtro Detector de

— | envolvente [P

fu

Figura 4.22. Deteccion no coherente de FSK usando detectores de envolvente.
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O > ¢
Hi
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r®) —»/2/T coswat 6?_> xm 0 —»
Cand | . . Ha
—»(%}—» O > ¢
«/ﬁ senwat '
Cand Q . 2, %32
> O >

Figura 4.20. Receptor en cuadratura.

Considere la labor del receptor en cuadratura. Estrictamente, la sefial a la salida de los integradores
de producto, z,(T)=z, (k=1, 2, 3, 4) es

2(T) = qT(t)Vref (Ot

En donde v,(t) son las pseudo-sefial es ortogonal es de referencia, senos o cosenos dew; 0 dew,. Sin
embargo, considerando n(t)=0, es decir r(t)=si(t) (i=1, 2), y tomando en cuenta que las sefiales de
referencia pueden ser ya sea coswit 0 senwit, la sefid z(T) es € area bajo la curva (ecuacion
anterior) de las combinaciones de productos de sefialesilustradas en lafigura 4.21.

coswi;tcoswit coswitsenwit cosw;tcosw;t cosw; tsenwit

o, BAdL o
R L A U

Areabagjo lacurval 0 Areabgjo lacurva=0 Areabgjo lacurva=0 Areabgjo lacurva=0

Figura 4.21. Integra del producto para BFSK.

Entonces z,(T)=z (k=1, 2, 3, 4) se puede expresar como

Zl(T)= {-‘- S| r(t)iSl(t)-Fn(t)
0 si r(t)=s,(t)+n(t)
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Considere lalabor del detector binario. Estrictamente, la sefial recibida, r(k) es

(k)= FOr(t- Tt

Sin embargo, considerando n(t)=0, es decir r(t)=s;(t), y tomando en cuenta que r(t) o r(t-T) puede
ser ya sea cos(Wot+p) 0 cosw,t, la sefia r(k) es el &rea bgjo la curva (ecuacion anterior) de las
combinaciones de productos de sefialesilustradas en la figura 4.19.

cos(Wot+p)cos(Wot+p) COSW,tCOSW,t cos(Wot+p)coswet
A
>
t
t t
> >
Areabajo la curva positiva Areabajo la curva positiva Areabajo la curva negativa

Figura 4.19. Integral del producto para DPSK hinario.
Entonces r(k) se puede expresar como

= | ¥ (PoSitiva) s a9=a(D
|- (egativa) si q(k)* qk-1)

Finalmente, latabla 4.3 muestra el proceso de deteccion.

Indice de muestra, k 0O |1 |2 (3 |4 |56 |7 |8 |9 |10
Fase en lasefial dellegada, g (k) |p |p [p |0 [0 |p |p |p |0 [p |p
Area a la salida del integrador de + [+ [- [+ [- [+ [+ |- |- [+

producto, r(k)
Mensgj e decodificado, m(k) 1|1 |0 |1 |0 |1 |1 |0 |0 |1

Tabla 4.3. Codificacion diferencial.

El procedimiento de deteccidn descrito, se puede simplificar si se toma en cuenta que € conjunto de
formas a transmitir {si(t)} se puede expresar como una combinacién lineal del conjunto ortogonal

{y;(®)}. De esta forma se pueden aprovechar las propiedades de las funciones ortogonales de la
ecuacion 4.2.

4.5.3. Deteccion no coherente de FSK

Un detector para deteccion no coherente de formas de onda FSK descrito por la ecuacion 4.27 se
puede implementar con correladores similares a los mostrados en la figura 4.7. Sin embargo, €l
hardware se debe configurar como un detector de energia, sin explotar mediciones de fase. Por
esta razén el detector no coherente tipicamente requiere dos veces mas etapas que el detector
coherente. Lafigura 4.20 ilustralos canales en fase (I, In-phase) y en cuadratura (Q, Quadrature)
usados para detectar conjuntos de sefiales binarias FSK (BFSK) en forma no coherente. Note que
las dos etapas superiores estan configuradas para detectar sefiales con frecuencia wl; las sefides de

referenciason ~/2/T coswit paralaetapal y ~/2/T senwit parala etapa Q. Similarmente, las
dos etapas inferiores estan configuradas para detectar sefiales con frecuencia w2; las sefiales de

referenciason +/2/T coswzt paralaetapaly ~/2/T senwzt paralaetapaQ.
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formato DPSK comparado con PSK. En consecuencia, como un primer indicio, podemos estimar
que DPSK manifiesta una degradacion de aproximadamente 3dB comparada con PSK; esta
degradacion decrece rapidamente con el incremento en la SNR. El compromiso para esta pérdida en
el desempefio es reducir lacomplejidad del sistema. El desempefio en error para DPSK es tratado en
la seccion 4.6.5.

4.5.2. Ejemplo de DPSK diferencial binario

La esencia de la deteccion coherente diferencial en DPSK es que laidentidad de los datos se infiere
apartir de los cambios en fase de un simbolo a otro. Por |o tanto, desde que los datos son detectados
a examinar diferenciamente la forma de onda, la forma de onda transmitida debera ser primero
codificada en forma diferencial. La tabla 4.2 muestra una codificacién diferencial para un mensgje
en forma de flujo de datos, m(k), en donde k es e indice de la muestra temporal. La codificacién
diferencial comienza (tercer renglon en la figura) con e primer bit de la secuencia codificada,
c(k=0), elegido arbitrariamente (uno, en el gilemplo). Entonces |a secuencia de bits codificados, c(k),
puede en general, ser codificada en alguna de las dos formas siguientes

c(k) = c(k - 1) A m(k) (4.61)
c(k) = c(k - DA m(K) (4.62)

en donde & simbolo A representa la suma médulo 2 (operacion OR exclusiva) y la barra superior
denota e complemento (operacion NOT). En la tabla 4.2 € mensgje codificado diferencialmente
fue obtenido usando la ecuacion 4.62. En otras palabras, € bit codificado actual, c(k), esuno s €
bit de mensagje, m(k), y €l bit previamente codificado, c(k-1), son los mismos, de otra forma c(k) es
cero. El cuarto renglén transforma la secuencia de bits codificados, c(k), en una secuencia de
desplazamientos de fase, g(k), en donde en uno es caracterizado por un desplazamiento en fase de
180°, y un cero es caracterizado por un desplazamiento de fase de 0°.

Lafigura 4.18 muestra € esguema de deteccion binaria DPSK en diagrama a bloques. Note que €l
integrador bésico de producto de la figura 4.7 es la esencia de este proceso de deteccion; como en
PSK coherente, se sigue intentando correlacionar la sefia recibida con una referencia. La diferencia
interesante aqui es que la sefid de referencia es simplemente una version retardada de la sefia
recibida. En otras palabras, durante €l intervalo del simbolo, se empareja un simbolo recibido con el
simbolo previo y se busca por un correlacion o autocorrelacion (180° fuera de fase).

Indice de muestra, k 0|1 1|2 |3 |4 |5 16 |7 |8 |9 |10
Mensgj e de informacion, m(k) 1|1 |0 |1 |0 |1 |1 |0 |0 |1
Mensge codificado diferencia-|{1 (1 |1 (0 |0 (1 |1 |1 |0 |1 |1
mente, c(k)

Desplazamiento de fase corres-|p |p |p [0 |0 |p |p |p |0 |p |p
pondiente, (k)

Tabla 4.2. Codificacion diferencial.
r(k)

J Etapade )
Detector coherente
Retardo T
segundos Referencia

Figura 4.18. Deteccion coherente diferencial.
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en donde a es una constante arbitraria y tipicamente se asume como una variable aeatoria
uniformemente distribuida entre 0 y 2p, y n(t) es un proceso AWGN.

Para deteccién coherente, se utilizan filtros acoplados (0 sus equivaencias); para deteccién no
coherente , esto no es posible debido a que la salida del filtro acoplado es una funcion del angulo
desconocido a. Sin embargo, si se asume gue a varialentamente en relacion con dos periodos (2T),
como se muestra en la figura 4.16, la diferencia de fase entre dos formas de onda sucesivas, qj(T1) y
ak(T>) esindependiente de a, es decir

[a(T2)+a]-[aj(T1)+a]=a(T2)-0;(T1)=F i(T>) (4.60)

LA AN
VI

1 T2

Figura 4.16. Variacion de la fase entre dos formas de onda consecutivas.

La base para la deteccion diferencial coherente de PSK con codificacion diferencial (DPSK) es la
siguiente. La fase de la portadora de la forma de onda en €l intervalo previo puede ser usada como
fase de referencia para la demodulacion. Su uso requiere de codificacion diferencial del mensaje en
el transmisor desde que la informacion es portada por la diferencia entre dos formas de onda
sucesivas. Paraenviar € i-ésimo mensgje (i=1, 2, ..., M), laforma de onda actual debe tener su fase
avanzada por f=2p(i-1)/M radianes sobre la forma de onda previa. El detector, en general, calcula
las coordenadas de la sefia de llegada a correlacionarla con formas de onda localmente generadas

talescomo /2/T coswety ~/2/T senw,t. El detector entonces mide e angulo entre el vector actua
de sefial recibido y €l vector de sefial previamente recibido, como se muestraen lafigura4.17.

y o(t)

(az, b) A
Vector actua (a1, by)
de geﬁal Angulo Vector previo
recibido medido por almacenado
€l detector en memoria

fi

Ve

pYit)

Figura 4.17. Espacio de sefiales para DPSK.

En genera, e formato DPSK se desempefia menos eficientemente que PSK, debido a que los
errores en DPSK tienden a propagarse (en interval os de simbolo adyacentes) debido ala correlacién
entre formas de onda. Una forma de ver la diferencia entre PSK y DPSK es que en € inicio se
compara la sefial recibida con una referencia limpia; en los siguientes, no obstante, dos sefiales
ruidosas son comparadas entre si. Podemos decir que existe dos veces més ruido asociado con €l
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debido a que laregion de decisién es tridimensional, las fronteras de decision son planos en vez de
lineas. Lareglade decisidn dptima es decidir que la sefial recibida pertenece ala clase de sefia cuyo
indice de la region coincide a lugar en donde se encontré el vector recibido. En la figura 4.15, se
muestra un vector de sefid recibida, r, en laregion 2. Utilizando la regla de decision descrita arriba,
el detector clasifica r como una sefia s,. Debido a que € ruido es un vector aeatorio Gausiano,
existe una probabilidad mayor a cero de que r haya sido producida por alguna otra sefia diferente a
S,. Por gemplo, s e transmisor ha enviado s,, entonces r sera la suma de sefial mas ruido, s,+n,, y
la decision de elegir s, serd correcta; sin embargo, s e transmisor ha enviado en reaidad ss,
entonces r serd la sumade sefial més ruido, ss;+n;, y ladecision de seleccionar s, seraun error.

Region 2

JE

Ay,

AY

A€
Y4(t) \/E
Region 3

Figura 4.15. Particion del espacio de sefiaes para modulacién FSK, M=3.

45. DETECCION NO COHERENTE

4.5.1. Deteccidn no coherente de PSK diferencial (DPSK)

El nombre PSK diferencial (DPSK) a veces necesita ser clarificado ya que se refiere a dos aspectos
Separados del formato modulacion/demodulacion: e procedimiento de codificacion y el
procedimiento de deteccion. El término codificacion diferencial se refiere a procedimiento de
codificar los datos diferencialmente; esto es, la presencia de un cero 0 uno binario se manifiesta por
lasimilitud o la diferencia del simbolo cuando es comparado con € simbolo precedente. El término
deteccion diferencial coherente de una PSK codificada diferencialmente, € significado usua de
DPSK, serefiere a esquema de deteccion frecuentemente clasificado como no coherente debido a
gue este no requiere una fase de referencia con la portadora recibida. Algunas veces, las sefides
PSK codificadas diferencialmente se detectan coherentemente. Esto se vera en la seccién 4.6.2.

Con sistemas no coherentes, no se tiene intencion en determinar el valor real de la fase en la sefia
dellegada. Por lo tanto, si laforma de ondatransmitida es

2E i=12,..,M
si(t) =, |— cos[wot +f i(t
W)= cosmt L e ey
la sefia recibida puede caracterizarse por

i=12,..,M

r(t):\/z_TEcos[Wqui(t)+a]+n(t) OFtET

(4.59)
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7 T
Y =g OY(t)dt = QEY 1(t)Y 2(t)dt =0
yaquey Yy, son funciones ortogonales. De lafigura4.13, € angulo de fase

1Y _ant Q —0 rag
X JE

Comparando con los éngulos de fase prototipos: f 1=0, f ,=p/2, f ;=p, f ,=3p/2, se eligef,,
yaque es con el cual se obtiene lamenor diferencia. Por lo tanto se elige s;(t) como forma
de onda transmitida.

f =tan

En una forma similar, es sencillo demostrar la deteccion para cuando se transmite s,(t),
S3(t) y sa(t).
4.4.4. Deteccion coherente de FSK

La modulacion FSK esta caracterizada por la informacién contenida en la frecuencia de la
portadora. Un conjunto tipico de formas de onda FSK fue descrito en la ecuacion 4.27 como

Si(t) :\/2_|_7ECOS(Wit +f ) [ =1 2, e, M

OFLtET

en donde E es e contenido de energia de si(t) en cada duracion del simbolo T, y (wi.1-W;) se asume
tipicamente como un entero de p/T. El término de fase, f, es una constante arbitraria y puede ser
igualada a cero. Asumiendo que las funciones base y (t), y2(t), ..., yn(t) forman un conjunto
ortogonal, laformamas Util para{y;(t)} es

Yj(t)=\/TECOSth j=1..,N (4.55)

en donde laamplitud (2/T)”? normaliza el valor esperado ala salida del detector. De la ecuacion 4.5
se puede escribir

o N |2E ]2 .
YJ(t)—Q ?cos(wnt) ?cos(w jt)dt (4.56)
Por lo tanto
ay=i - Paal=] (457)

10 otro caso

En otras palabras, € i-ésimo vector de sefid prototipo esta localizado en el i-ésimo € e coordenado

en un desplazamiento JE a partir del origen del espacio de sefiales. En este esquema, para €l caso
M-ario, la distancia entre dos vectores de sefia prototipo s; y s; es constante

d(si,si) =|si,si[=V2E parait j (4.58)

La figura 4.15 muestra los vectores de sefiales prototipo y |as regiones de decision para un sistema
de deteccion coherente 3-ario FSK (M=3). Como en el caso PSK, el espacio de sefidles es
particionado en M regiones distintas, cada una conteniendo un vector de sefid prototipo; aqui,
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prototipos almacenados, ;. El demodulador selecciona el f; que esta més cercano a f . En otras
palabras, el demodulador calcula ‘f i-f ‘ para cada uno de los prototipos f ; dando la menor salida.

A
senw,t
r
Y=|r]senf ;
fi
> >
X=|r|cosf i CoSW,t

Figura 4.14. Componentes en fase y en cuadratura del vector recibido r.
Ejemplo. Detector QPSK.
Verifigue el desempefio del detector QPSK delafigura4.13.
Solucion.

Para QPSK, M=4, k=2. L as formas de onda a transmitir, de la ecuacion 4.51b
su(t) =~/E cos{0)Y 1(t) +~/E sen(0)Y 2(t)
sit) =-/EYa(t)
s2(t) =/EY 2(t)
sa(t) =- JEY(t)
sa(t) =-/EY 2(t)

gréficamente

y o(t)

ya®)
S3 Sy

Sy

Si transmitimos s;(t) con n(t)=0, la sefia recibidar(t)

r(t) = sut) +n(t) =-/EY(t)

de las ecuaciones 4.53 y 4.54, las componentes en fase y en cuadratura

X = FOYi(t)dt = )EY 1)) ()t = [E

24 de 49



Laformadel correlador mostrado en la figura 4.7a implica que existen M correladores de producto
usados en la demodulacion de sefilles MPSK. De la figura se deduce que para cada una de las M
etapas, se configura una sefia de referencia con el desplazamiento de fase apropiado. En la préctica,
la implementacion del demodulador MPSK sigue la configuracion de la figura 4.7b, requiriendo de
solo N=2 integradores de producto en lugar de los M correladores. El ahorro en implementacion es
posible debido a que cualquier conjunto de formas de onda integrables puede expresarse como una
combinacion lineal de formas de onda ortogonales, como se demostré en la seccién 4.1.1. Lafigura
4.13 muestra tal demodulador. La sefial recibida, r(t), puede expresarse a combinar |as ecuaciones
450y 4.51 como

2E i=1,2,... M
)= |— Sl ol + fi ot) + N(t 452
r(t) 1T(co CoSwot +senf isenwot) + n(t) OFtET (4.52)
en donde
M

y n(t) es un proceso AWGN con media cero. Note en la figura 4.13 que existen sélo dos formas de

onda de referencia o funciones base, y 1(t) y y(t) para cada correlador, superior e inferior. El
correlador superior calcula

X = é’(t)Y1(t)dt (4.53)

y €l correlador inferior calcula

T
Y = FOY 2t (4.54)
yat)
Q
A f"
ry —» Y Cdcula Eliged
-1 ge )
y2(t) tan X _> ‘f | _ f" _> menor _> §I (t)
Q Iy

Figura 4.13. Demodulador MPSK.

La figura 4.14 muestra que el céculo del dngulo de fase recibido f puede ser implementado al
calcular latan™ de Y/X, en donde X puede ser visto como la componente en fase de la sefial recibida,
Y su componente en cuadratura, y f es la componente ruidosa de la f; transmitida. En otras

palabras, € correlador superior de la figura4.13 produce una salida X, la magnitud de la proyeccion
en fase del vector r, y e correlador inferior produce una salida Y, la magnitud de la proyeccion en
cuadratura del vector r. Las salidas X y Y de los correladores se alimentan al bloque marcado como

tan™(Y/X). El valor resultante del angulo f* se compara con cada uno de los angulos de fase
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y ot)

Frontera de
L decision
Region 2
A S2
Region 3 Region 1
< > Pyt
S3 S1
&
Region 4 Frontera de
decision

Figura 4.12. Espacio de sefiales y regiones de decision para un sistema QPSK.

_ |2E @ (-6 i=L2..M
Sn(t)—\ﬁ cosgWet - == = OEtET (4.49)

en donde E es € contenido de energia de si(t) sobre cada duracion del simbolo T, y w, es la
frecuencia portadora. Si se asume un espacio de sefiales ortogonal como €l indicado por las
ecuaciones 4.4y 4.5, se puede asumir el siguiente conjunto conveniente de funciones base

Y a(t) = \/TE cos{wot) (4.503)

Y 2(t) =\E sen(wot) (4.50b)

en donde laamplitud (2/T)"? se ha elegido para normalizar e valor esperado ala salida del detector.
Ahoras;(t) puede escribirse en términos de las coordenadas ortonormal es como

sih)=aiY 1(+anY o(t); OLtET; i=1, ..., M (4.51a)

si(t) =-/E coséfml\i/l'l)%( 1(t) +-/E Sengaei’ml\iﬂ-l)%( 2(t) (4.51b)

Note gue la ecuacion 4.51 describe un conjunto de M formas de onda multiples (intrinsecamente no
ortogonales) en términos de sdlo dos formas de onda portadoras con componentes ortogonales. El
caso M=4 (QPSK) es tnico en € sentido que el conjunto de formas de onda QPSK se representa por
una combinacion de miembros ortogonales y antipodales. Las fronteras de decision particionan el
espacio de sefiales en M=4 regiones; la construccion es similar a procedimiento descrito en la
seccion 4.3.1y en lafigura4.6. para M=2. Laregla de decision para € detector (ver figura4.12) es
decidir que se transmiti6 s(t) si € vector de la sefial recibida cae en laregién 1y asi sucesivamente
paratodas las formas de onda y regiones. En otras palabras, |a regla de decision es elegir lai-esma
formadeondas z(T) eslamés grande de las sadlidas del correlador de lafigura4.7.
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Los coeficientes ¢, representan la rotacion de la imagen espejo retardada de la sefid a la
cua € filtro es empargjado. Por lo tanto, c,=si(N-1-n), en donde n=0, ..., N-1, y podemos
escribir co= si(3), ¢1= $i(2), ¢=si(1), ¢s= si(0). Es aqui en donde el lector puede observar
como la operacion de convolucién (con su imagen espejo rotada) resulta en el apropiado
enlace de las muestras de la sefia recibida con los pesos en los coeficientes (sefid de
referencia).

Considere la etapa superior de la figura 4.11. En € tiempo k=0, la primera muestra,
s;(k=0)=1, entra a la posicion mas a la izquierda de cada paso del registro. En €l siguiente
tiempo, la segunda muestra, s;(k=1)=0, entra a la posicion més a la izquierda de cada
registro; en este tiempo la primera muestra ha sido desplazada al siguiente paso hacia la
derecha de cada registro, y asi sucesivamente. En el tiempo k=3 la muestra s;(k=3)=0, entra
alaetapamas alaizquierda del registro; para este tiempo la primera muestra, s;(k=0)=1, ha
sido desplazada hasta el extremo derecho del registro. Las cuartas muestras estan ahora
localizadas en los registros en un arreglo espejo comparadas a la forma en gque se dibujan
las formas de onda, si(t), en la figura 4.11. La tarea del demodulador es e meor
empargjamiento a la sefid de entrada; EI demodulador emparegja los coeficientes de
referencia de cada etapa con las muestras de entrada, en €l orden en e cua las muestras
llegan. Asi la operacion de convolucién es una expresion apropiada para describir el
alineamiento de las muestras de la forma de onda de entrada con los coeficientes de
referencia, para maximizar la correlacién en la etapa apropiada.

Parailustrar la deteccion considere |os siguientes casos en donde n(t)=0.

1. Considere que se transmite s;(t). Entonces de la ecuacion 4.46

V=4
iy

Z]szs =a su3- n)en=00)+(- (- H+(O)(O) + (D)D) =2

O

>
1

=

-1

s13- nen=0(0) +(- YA +(O)(O) +D(- ) =-2
0

o]

Zz‘k=3 =

>
1l

Se elige s,(t) como funcién prototipo, ya que z,>z, (2>-2).

2. Considere que se transmite s,(t). Entonces de la ecuacién 4.46

V=4
iy

52(3- n)en=0(0) +(D(- D+ (O)(O) +(- D@ =-2

Qo

Zl‘ k=3 =
0

>
1

=

-1

s2(3- n)en =0(0) + Q@) +(O)O) + (- (- ) =2

Qo

Zz‘kzs =
0

>
1l

Se elige s,(t) como funcidn prototipo, ya que z,>z; (2>-2).

4.4.3. Deteccion coherente de MPSK

Lafigura 4.12 muestra el espacio de sefiales para el conjunto de sefidles MPSK;; la figura describe
PSK de cuatro niveles (4-ario). Los digitos binarios fuente se agrupan dos a mismo tiempo, y para
cada intervalo del simbolo, los dos digitos secuenciales instruyen al demodulador para saber que
forma de onda los produce. Para un sistema M-ario PSK  tipico (MPSK), si(t) puede expresarse
como
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Muestre como se puede utilizar el filtro acoplado muestreador de la figura 4.10 en ausencia
deruido.

Solucién.

Tomando en cuenta que s(t)=r(t), primero, la forma de onda es muestreada de manera que
s4(t) se transforma en un conjunto de muestras, {s1(k)}. El receptor se puede implementar
con dos etapas, como la implementacidn anal6gica de la figura 4.8b, figura 4.11. La etapa
superior consiste de registros y coeficientes acoplados a las muestras {si(k)}. Los cuatro
puntos de muestras igualmente espaciados (k=0, 1, 2, 3,) para cada una de las {si(k)} son
como sigue

Asyt)

14
sik=0)=1  syk=1)=0  sy(k=2)=-1  s,(k=3)=0

1 ﬁ so(t)

-1
sik=0)=-1  syk=1)=0  sy(k=2)=1  s(k=3)=0

re r@ r@ ro

_/ —»p
t=kT,
Pesos del

filtro
acoplados a

rt)y —» SO

rd r@ r@ roO

filtro
acoplados a
So(t)

Figura 4.11. Filtro acoplado muestreador binario.
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muestreada y las muestras son desplazadas de derecha aizquierda hacia € registro de lafigura 4.10.
El registro de desplazamiento sopesa las muestras por los coeficientes ¢,. Una vez que la sefial
recibida ha sido muestreada, la notacion del tiempo continuo t se cambia por kT, o simplemente k

r(k)=s(k)+n(k) k=0, 1, ...

Filtroidela Muestreador

A

O — [ ] NN

W W t:kTS

2(k)

Figura 4.10. Filtro acoplado muestreador.

en donde k representa €l indice de la muestra. La salida, z(k), del filtro acoplado muestreador, en el
tiempo correspondiente alak-esimamuestra es

N-1
2(k)= & r(k- nen; k=0, 1,2, ..., modulo-N (4.46)

n=0

en dénde x modulo-y se define como e residuo de dividir x por y. Para la aplicacion de
demadulacién binaria, las salidas z(K) (i=1, 2) son comparadas con un umbral en cada valor de k=N-
1 correspondiente a final del simbolo. Los valores ¢, son los pesos del filtro, consituyendo la
respuesta al impulso que es emparejada a la sefial, en donde n es €l indice de los pesos y de las
etapas indice (de izquierda a derecha) y k es € indice de las muestras conforme se producen por €l
muestreador. Uno puede ver la similitud entre la integral de convolucion de la ecuacion 3.56 y la
sumatoria de la ecuacion 4.46, especialmente con consideracion alarotacion de laimagen espejo de
una de las funciones antes de la multiplicacion. Y a que asumimos AWGN con media cero, el valor
esperado de una muestra recibida para el caso binario se expresa como

E{r(k)}=si(k) i=1,2 (4.47)
Si s4(t) hasido transmitida, las salidas esperadas del filtro acoplado serian

E{zi(k)} = Né_ls1(k - n)cn (4.48)

n=0
en donde los pesos del filtro, c,, son acoplados a las;(k) correspondiente para cada etapa.
Ejemplo. Filtro acoplado muestreador.
Considere e conjunto de formas de onda BPSK
S1(t)=coswt
Sy(t)=-coswt
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Asuma que se transmite s,(t). Entonces los valores esperados de los integradores de producto del
correlador de la figura 4.7b, con sefiales de referenciay 4(t) y -y 1(t), se encuentran de la siguiente
manera

ar=E{z|s} =E{z4|s1} - E{z2[s1}
en donde E{ .} es el operador valor esperado y

E{zis} = E\%l é’(t)Y 1(t)dtg = E‘%l 631@) +nly 1(t)dtg

E{zis) = E\%l é[@v B+ 1(t)dtg - E‘%l@ @TY 2,(t)dt +(:T;1(t)Y 1(t)dtg (4.433)

deformasimilar

E{zds) = E‘{l- JE év 2,(t)dt - (:Tp(t)Yl(t)dtg (4.43b)

En las ecuaciones 4.43a 'y 4.43b la primera integral, por definicion, es 1 y la segunda integral es
cero (el &reabajo lacurvadel ruido con media cero es cero).

E{zds} =/E (4.443)

E{z7s} =- -/E (4.44b)

La etapa de decision debe decidir que sefid fue transmitida a determinar su posicion en €l espacio
de decision. Para este gemplo

a.=E{z[s:} =E{ z4[s1} - E{zals1}=/E - (-/E) =2/E

deformasimilar

a,=E{ 2|55} =E{ 452} - E{zols2}=- ~/E - (/E)=-2/E

de manera que €l detector debe comparar contrael umbral éptimo g,=(a;+a,)/2=0.

4.4.2. Filtro acoplado muestreador

En la seccién 3.5.3 discutimos las caracteristicas basicas del filtro acoplado, es decir, € sistema
cuya respuesta a impulso es una version retardada de laimagen espejo (rotada sobre € gje t=0) de
la sefial de entrada. Por lo tanto, si la sefial de entrada es s(t), su imagen espejo es s(-t) y laimagen
espeio retardada T segundos es s(T-t). La respuesta a impulso, h(t), del filtro acoplado a s(t) es
descrita por

s(T-t) O£t£T

h(t) =
® }O deotraforma

(4.45)

La figura 4.10 muestra como se puede implementar un filtro acoplado usando hardware digital. La
sefid de entrada, r(t), esta compuesta por la forma de onda prototipo, s(t), mas ruido, n(t). El ancho
de banda de la sefial es W=1/2T, en donde f=2W=1/T; es |la tasa de muestreo de Nyquist; por lo
tanto € intervalo de muestreo es igual a Ts. Cuando en el muestreador t=Ts, la sefial analdgica es
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z2(T) O0=9g (4.399)

odeotraforma
Decidesi(t) s zy(T)> z,(T)
Decides,(t) deotraforma (4.39b)

En la siguiente seccion se ilustrara el uso de correladores para la deteccion coherente de PSK y
FSK. En otras secciones se considerara la deteccion no coherente, y se tratara con el desempefio en
error para varios tipos de modulacion.

4.4. DETECCION COHERENTE

4.4.1. Deteccidn coherente PSK (M=2)

El detector mostrado en la figura 4.7 puede ser utilizado para la deteccion coherente de cualquier
forma de onda digital. Ta receptor con correlador es conocido como detector de maxima
probabilidad. Considere €l siguiente gjemplo PSK binario (BPSK)

si(t) = /ZTEcos(Wot+f) OEtET (4.408)
sa(t) = /ZTEcos(th+f +p)
2E
Sa(t) =- ?COS(Wot+f) O£tET (4.40Db)

n(t)= proceso aleatorio AWGN con media cero

en donde € término de fase, f, es una constante arbitraria, de manera que para el analisis se puede
considerar f=0. El pardmetro E, es la energia de la sefid por simbolo, y T es la duracién del
simbolo. Para este caso antipodal, sblo es necesaria una funcién base. Si se asume un espacio
ortogonal como €l de las ecuaciones 4.4y 4.5, con k=1, lafuncion basey ; es

Ya(t) = \/TE cosiwot) OEtET (4.41)
Expresando las formas de onda transmitidas en funcion de la funcidn base y 1os coeficientes aj;
si(t)=aiy 1(t) (4.42a)
su(t)=any 1(t)=-/EY1(t) (4.42b)
sy(t)=apry 1(t)=- VEY1(t) (4.42¢)
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4.3.3. Umbral de decision binario

Para la variable adeatoria z(T), la figura 4.9 muestra las dos funciones de densidad de probabilidad
condicional p(z|s1) y p(z[s1), con valores medios a; y a,, respectivamente (estas pdf’s también son
conacidas como la probabilidad des; y laprobabilidad de s,, respectivamente)

; o
€ lagg-aip l

1
p(zls1) = expé = 0 (4.379)
‘ So/2p e 23 So @ 9]
1 € lgg- a2l
p(z/s2) =———expé — -0 (4.37b)
‘ so«/2p @ 28 So @ g
Probabilidad
Probabilided des, Probabilidad de s;
p(z¥52) p(z¥/51)
R e E LY SRR EE R T T
P2 femeeee ol -

a, @ za(lT) a, 2(T)

Figura 4.9. Funciones de densidad de probabilidad condicional.

en donde s,° es lavarianza del ruido. En lafigura 4.9 la probabilidad de la derecha, p(z|s;) muestra
la densidad de probabilidad de la salida del detector, z(T), dado que si(t) fue transmitida. En forma
similar, la probabilidad de laizquierda p(z|s,), muestra la densidad de probabilidad de la salida del
detector, z(T), dado que s,(t) fue transmitida. La abscisa, z(T), representa e rango completo de
valores de muestras de salida posibles del receptor con correlador de lafigura4.8.

Con € objetivo de optimizar el umbral de decision para decidir la localizacion de la regidn de una
sefid recibida, se encontré en la seccién 3.5.1 que e criterio de minimo error para sefides
igualmente probabl es degradadas por AWGN se expresa como

Hi
> ai+az2 _

Z(T) < 7 - (4.38)
H2

en donde a; es la componente de sefid de z(T) cuando se transmitio s;(t), y a, es la componente de
sefid de z(T) cuando se transmitio s,(t). El nivel de comparacion g,, es € umbral éptimo para
minimizar la probabilidad de hacer una decision incorrecta para sefiales igualmente probables con
probabilidades simétricas. La regla de decision en la ecuacién 4.48 menciona que la hipotesis H; se
debe seleccionar [equivalente a decidir que sy(t) fue enviada] s z(T)>g,, y que la hipotesis H, se
debe seleccionar [equivalente a decidir que s,(t) fue enviada] si z(T)<g, Si z(T)= @, , laregla de
decision puede ser arbitraria. Para sefides de igual energia, igual probabilidad, y antipodales (en
dénde a;=-a,), laregla de decisién dptima se convierte en
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En el caso de deteccion binaria, € receptor con correlador puede configurarse como un solo filtro
acoplado o correlador, como se muestra en la figura 4.8a, con una sefial de referencia s;(t)-s,(t). La
salidadel correlador, z(T), es alimentada directamente a la etapa de decision.

Para la deteccion binaria, € receptor con correlador también se puede implementar mediante el
esquema de la figura 4.8b, usando dos filtros acoplados o correladores, cada uno de los cuales con
sefides de referencia si(t) y so(t) respectivamente. La etapa de decision puede ser configurada
entonces siguiendo la regla de la ecuacion 4.35, o las salidas del correlador, z(T) (i=1, 2), pueden
ser restadas para formar

2(T)=z4(T)-z5(T) (4.36)

Como se muestra en la figura 4.8b. Entonces, z(T), conocida como la prueba estadistica, es
alimentada a |a etapa de decision, como en el caso de un solo correlador. En la ausencia de ruido,
una forma de onda de entrada, s;(t), proporciona una salida z(T)=a;(T), con componente de sefid
Unicamente. El ruido de entrada, n(t), es un proceso Gausiano. Dado que € correlador es un
dispositivo lineal, la salida del correlador también es un proceso Gausiano. Entonces la salida del
correlador, muestreado en t=T, proporciona

z(T)=ay(T)+n(T) i=1,2
en donde ny(t) es la componente del ruido. Para simplificar la notacion, la ecuacion anterior
generalmente se escribe como
Z=a;+n, i=1, 2

La componente de ruido, n,, es una variable aleatoria Gausiana con media cero, y por lo tanto z(T)
es una variable aleatoria Gausiana con media ya sea a; 0 a, dependiendo de si fue enviado € digito
binario uno o cero.

Sefial de referencia Etapa de decision
s1(D)- s(t)
Hi
J 2(T) >
(0 Q > M _g —» s
H2
@

Sefiales de referencia
s(t)

Etapa de decision
T |am
Q . H1
sa(t) >
r(t) Si(t
- 2T) _9 —» SO
N B H2
Q ()
(b)

Figura 4.8. Correlador binario. (a) Usando un solo correlador. (b) Usando dos correladores.
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El verbo “correlacionar” significa “emparejar”. Los correladores intentan emparejar o encontrar el
mejor emparegjamiento de la sefid recibida, r(t), con cada una de las formas de onda prototipo
candidatas, si(t), conocidas de antemano de mutuo acuerdo por €l receptor. Una regla de decision
razonable es elegir la forma de onda, si(t), que se empareja mejor 0 que tiene la mayor
correlacion con r(t). En otras palabras, laregla de decision es

Elegir las;(t) cuyo indice
corresponde alaméximaz;(T) (4.35)

Siguiendo la ecuacién 4.4, cualquier conjunto de sefiales, {si(t)} (i=1, ..., M), puede expresarse en
términos de funciones base, {y;(t)} (=1, .., N), en donde NEM. Entonces e banco de M
correladores de la figura 4.7a puede reemplazarse con e banco de N correladores, mostrado en la
figura4.7b, en donde & conjunto de funciones base {y j(t)} forman las funciones de referencia. La
etapa de decision de este receptor consiste de circuitos 16gicos para la eleccion de la sefid si(t). La
eleccion de si(t) se hace de acuerdo al mejor emparejamiento de |os coeficientes, a;;, de la ecuacion
4.4, con €l conjunto de salidas {zj(T)}. Cuando €l conjunto de formas de onda prototipo, {si(t)}, esta
en un conjunto ortogonal, la implementacion del receptor de la figura 4.7a es idéntica a la figura
4.7b (difiriendo sdlo en un factor de escala). Sin embargo, cuando {s;(t)} no esta en un conjunto
ortogonal, el receptor de la figura 4.7b, puede representar un ahorro a usar N correladores en lugar
deM.

Sefiales de referencia
s(t)

Etapa de decision
I |aM
Q [ *
Comparador
. Selecciona
r) —m ol s®cn —» Si(t)
maximaz;(T)
-y
Q zw(T)
_ @
Sefiales de referencia
ya(t)
Etapa de decision
I |aM
Q Circuito
. |6gico
Selecciona
si(t) cuyos
rt) —m : componentes | Si(t)
y N(t) ajj se
emparejen
NEM mejor a
J {z(T)}
Q [~
ANQ))
(b)

Figura 4.7. Correlador. (a) Correlador con sefiales de referencia{s;(t)}. (b) Correlador con sefides
de referencia{y(t)}.

14 de 49



decision, es: Siempre y cuando la sefia recibida r este localizada en la region 1, dija la sefid sg;
cuando este localizadaen laregidn 2, dlijala sefid s,.

y ot)

r-s 1l r:Si+n
ooon -]

Region 1
Figura 4.6. Espacio de sefid es de dos dimensiones, con vectores de igual amplitud.

4.3.2. Receptor con correlador

En la seccién 3.5 se trato con la deteccion de sefiades banda base en un canal AWGN. Ya que la
deteccion banda base emplea los mismos conceptos, sdlo se resumirdn los conceptos clave de esa
seccion. Se enfocara particularmente en la realizacion del filtro acoplado como correlador.
Adicionalmente a la deteccion binaria, se considerara también el caso genera de deteccion M-aria.
Asumiremos que la Unica degradacién posible es debida al AWGN. La sefia recibida, r(t), es la
suma de la forma de onda prototipo transmitida mas el ruido aleatorio

r(t)=si(t)+n(t) i=1, .., M; OLtET (4.33)

Dadatal sefial recibida, el proceso de deteccion consiste de dos pasos béasicos. En el primer paso,
la forma de onda recibida, r(t), se reduce a una variable aleatoria real, z(T)=z, 0 a un conjunto de
variables aeatorias, z(T) (i=1, ..., M), formada a |a salida de los correladores en € tiempo t=T, en
donde T es la duracion del simbolo. En el segundo paso, se realiza una decision de simbolo, sobre
la base de la comparacion de z(T) con un umbral o sobre la base de elegir lamaximaz;(T). El paso 1
puede ser visto como la transformacion de una forma de onda a un punto en €l espacio de decision.
El paso 2 puede ser visto como la determinacién de en qué region de decision se localiza € punto.
Para que e detector sea Optimo (en e sentido de minimizar la probabilidad de bit erréneo), es
necesario optimizar la transformacion forma de onda® variable aleatoria, a utilizar os correladores
o filtros acoplados del paso 1, y también a optimizar €l criterio de decision del paso 2.

En la seccion 3.5 encontramos que € filtro acoplado proporciona la maxima SNR a la salida del
mismo en el tiempo t=T. Se describio la redizacion del filtro acoplado como un correlador.
Entonces podemos definir un receptor con correlador comprendido por M correladores, como se
muestra en la figura 4.7a, que transforma una forma de onda recibida, r(t), a una secuencia de M
nimeros o salidas del correlador, z(T) (i=1, ..., M). Cada salidadel correlador esta caracterizada por
lasiguiente integral de producto o correlacion con la sefia recibida

2(T) = é(t)sa(t)dt i=1, .M (434)
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180°. Los conjuntos de sefidles que pueden ser representados con tales vectores opuestos son
conacidos con el nombre de conjuntos de sefial es antipodal es.

4.2.2. Modulacion digital en frecuencia (FSK)

Laexpresion analitica general paralamodulacion digital FSK es

Si(t):\/z_TEcos(WitH) =12, M (4.27)

OEtET

en donde el término de frecuencia, w;, contiene M valores discretos, y € término de fase, f, es una
constante arbitraria. La forma de onda FSK de la figura 4.5b muestra cambios de frecuencia
abruptos en cada transicion entre simbolos. En este gjemplo, M ha sido elegido igua a 3,
correspondiendo a mismo numero de tipos de forma de onda (3-ario); note que la eleccion de M=3
para FSK ha sido seleccionado para enfatizar la perpendicularidad mutua entre gjes. En la préctica,
M es usualmente una potencia de 2 (2, 4, 8, 16, ...). El conjunto de sefiales esta caracterizado por
coordenadas cartesianas, de manera que los ges mutuamente perpendiculares representan una
senoidal con frecuencia diferente. Como se discutio en la seccion 4.1.1, los conjuntos de sefiales
que pueden ser caracterizados mediante vectores mutuamente perpendiculares son denominados
como sefiales ortogonal es.

4.2.3. Modulacion digital en amplitud (ASK)

Laexpresion general paralamodulacion digital en amplitud es

i=1,2,..M
cosfwet +f ) Ol£t o (4.28)

2Ei(t)

si(t) =

En donde E;(t) representa la amplitud variante en e tiempo, w, la frecuencia constante de la
portadoray f la constante arbitraria de fase. En el gjemplo de lafigura 4.5a, se ha elegido M=1, de
manera que la amplitud se aterna entre dos niveles de voltgje.

4.3. DETECCION DE SENALES EN RUIDO GAUSIANO

4.3.1. Regiones de decision

Considere que el espacio de dos dimensiones de la figura 4.6 es € lugar geométrico del vectores
prototipo binarios perturbados por AWGN (s;+n) y (s,+n). El vector de ruido, n, es un vector
aeatorio con media cero; por lo tanto, el vector recibido r es un vector aleatorio con medias; 0 s,.
Latarea del detector, después de recibir r, es decidir cual de las sefiales s;(t) 0 sy(t) fue realmente
transmitida. El método es usualmente decidir en la clasificacion de sefiales que proporcione €l
minimo P esperado. Para el caso M=2, con s; Yy s, igualmente probables, veremos que la regla de
decisién de minimo error es equivalente a elegir la clase de sefia tal que la distancia d(r, s;)=||r-si|
es minimizada, en donde |[x|| es conocida como la horma o0 magnitud del vector x. Esta regla es
usada frecuentemente en términos de regiones de decision. En la figura 4.6, construyamos regiones
de decision de la siguiente manera. Dibuje una linea conectando las cabezas de los vectores
prototipo s; y S,. A continuacion, construya el bisector perpendicular alalinea anterior. Note que tal
bisector pasa através del origen del espacio si s; Y S, son de la misma amplitud. Para este gjemplo
con M=2 en lafigura 4.6, € bisector perpendicular construido representa el lugar geométrico de los
puntos equidistantes entre s; y S,; por lo tanto, el bisector describe el limite entre las regiones de
decision 1 y 2. La regla de decision para € detector, declarada en términos de las regiones de
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EI' 2 3=T "
S$1
Si(t)zﬂfz_IFCOS(Wit‘l'f) S /I Y

i=12,..,M v
OLtET
(b)
A
t
T 2 3T -
2E(1) .
si(t) = =7 cos{wot +f ) s2 st
i:l2,..-,M y ()
OLtET
(©

Figura 4.5. Tipos de modulacion digital. (a) PSK. (b) FSK. (c) ASK.

4.2.1. Modulacion digital en fase (PSK)

La modulacién digital en fase (PSK) fue desarrollada durante los primero dias del programa
espacial; PSK es utilizada actualmente en sistemas de comunicacion militares y comerciales. La
expresion analitica general paraPSK es

i=12,.,M
Si(t):\/i?COQWot+f ] 0l£t£T (4.26)

en donde € término de fase, f i(t), contiene M valores discretos, tipicamente dados por

F,=220-0 50 m
M

Para el gemplo de PSK binario de la figura 4.5a (BPSK), M=2. El parametro E es |la energia del
simbolo, T es la duracién temporal del simbolo y OE£tET. En la modulacion BPSK, la sefial de datos
modul adora desplaza la forma de onda s;(t), en uno de dos estados, yasea 0 o p (180°). Laformade
onda de la figura 4.5aa muestra una sefial BPSK con cambios abruptos de fase en transiciones de
simbolo; si e flujo de datos modulador consistiera de unos y ceros alternados, habria cambios
abruptos en cada transicion. Las formas de onda pueden ser representadas como vectores en una
gréfica polar; lalongitud del vector corresponde a la amplitud de la sefial, y la direccién del vector,
para € caso generad M-ario, corresponde a la fase de la sefia relativa a la otra sefid M-1 del
conjunto. Para el caso particular de BPSK, la representacion gréfica muestra dos vectores opuestos
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Los tipos bésicos de modulacion se listan en la tabla 4.1. Cuando €l receptor explota el
conacimiento de la fase de la portadora para detectar las sefides, a proceso se le conoce como
deteccion coherente; cuando el receptor no utiliza tal informacion de referencia de fase, € proceso
es llamado deteccion no coherente. En comunicaciones digitales, los términos demodulacion y
deteccion son usados en forma intercambiable, no obstante que la demodulacion enfatiza en la
eiminacion de la portadora, y la deteccidn involucra e proceso de decision. En la deteccién
coherente ideal, en el receptor esta disponible el prototipo de cada sefid que llega. Estas formas de
onda prototipo intentan duplicar € conjunto de sefial es transmitidas en cualquier aspecto, inclusive
en fase RF. Entonces se dice que €l receptor esta “amarrado en fase” (phase locked) a la sefial de
[legada. Durante la deteccion, el receptor multiplica e integra (correlaciona) la sefial de llegada con
cada unade sus réplicas prototipo.

Coherente No coherente
Phase Shift Keying (PSK) Diferential Phase Shift Keying (DPSK)
Frecuency Shift Keying (FSK) Frecuency Shift Keying (FSK)
Amplitude Shift Keying (ASK) Amplitude Shift Keying (ASK)
Continuous Phase Modulation (CPM) Continuous Phase Modulation (CPM)
Hibridos Hibridos

Tabla 4.1. Tipos de modulacion digital paso banda.

L a deteccidn no coherente se refiere alos sistemas que emplean demodul adores que estan disefiados
para operar sin & conocimiento del valor absoluto de la fase de la sefial que llega.; por lo tanto, no
se requiere la estimacion de fase. Entonces la ventgja de los sistemas no coherentes sobre los
coherentes es la reduccion en complegjidad, y € precio pagado es el incremento en la probabilidad
de error (Pg). Estamos involucrados en que lainformacion de la fase no es usada en la recepcion no
coherente; ¢COmo se toma en cuenta el hecho de que existe una forma de modul acion en fase (PSK)
en la deteccion no coherente? Esto resulta de que una forma importante de PSK se puede clasificar
como no coherente (o diferencialmente coherente) ya que esta no requiere una fase de referencia
con la portadora recibida. Esta “pseudo PSK”, conocida como PSK diferencial (DPSK), utiliza la
informacion de fase del simbolo anterior como una fase de referencia para detectar €l simbolo
actual.

La figura 4.5 muestra algunos ejemplos de los formatos de modulacién més comunes: PSK, FSK,
ASK. En €l caso de codificacion general M-aria, € procesador acepta grupos de k bits e instruye a
modulador para producir una de las formas de onda disponibles del conjunto de M=2". La
modulacion binaria, en donde k=1, es s6lo un caso especial de modulacion M-aria.

Analitico Forma de onda Vector
A
t
T o o
. B M=2
si(t) =, 2£ COS(?\)VO'[ + 2(i-1) 9 S S
T € M g < ; >
i=12 ..M Y40
OLtET
@
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Laporcién del ruido que interfiere, n(t) , expresada en la ecuacion 4.15 puede ser referida de ahora

en adelante como n(t). Se puede expresar n(t) mediante un vector de sus coeficientes en forma
similar alas sefiales en laecuacion 4.6, de la siguiente forma

n=(ng, Ny, ..., Ny) (4.20)

en donde n es un vector aeatorio con media cero y distribucion Gausiana, y en donde las
componentes del ruido n; (i=1, ..., N) son independientes.

El ruido blanco es un proceso ideal con densidad de potencia bilateral constante e igual a N,/2 para
todas las frecuencias desde -¥ a +¥. Por lo tanto, la varianza del ruido (potencia promedio, con
media cero) es

Pr=s 2 = var[n(t)] =(iGN(f)df :(i '\2'°df -y (4.21)

No obstante que la varianza del AWGN es infinita, la varianza del ruido filtrado es finita. Por
gemplo, si el AWGN es correlacionado con una funcion de un conjunto ortogonal Y (t), la varianza
alasalidadel correlador esta dada por

s 2 =var(n) = E) Gty vyl = N (4.22)
T§Q] H i; 2

Lademostracion de la ecuacion 4.22 se puede consultar en el Apéndice C del Sklar. Parasimplificar
el andlisis, se puede asumir que €l ruido de interés en el proceso de deteccion es € ruido ala salida
del correlador o del filtro acoplado con varianza como lo expresa la ecuacion 4.22.

4.2. TECNICAS DE MODULACION DIGITAL

La modulacién analdgica paso banda (analdgica o digital) es el proceso mediante €l cua una
sefidl de informacion se convierte a una forma de onda senoidal; para la modulacion digital, tal
informacion senoidal de duracién T segundos es conocida como simbolo digital. La senoidal tiene
justamente tres caracteristicas que pueden ser usadas para distinguirla de otras senoides: amplitud,
frecuenciay fase. Entonces la modulacion paso banda puede ser definida como el proceso en donde
la amplitud, frecuencia o fase de una portadora de RF, o una combinacion de €ellas es variada de
acuerdo con la informacion a ser transmitida. La forma general de una portadora senoidal, s(t), es
como sigue

s(t)=A(t)cosq(t) (4.23)

en donde A(t) es la amplitud variante con el tiempo y q(t) es e angulo variante con e tiempo. Es
conveniente escribir

q(t)=wt+f (t) (4.24)
de manera que
s(t)=A(t)cog[wot+f ()] (4.25)

En donde w, es la frecuencia en radianes de la portadoray f (t) es lafase. Los términosfy w se
usan para denotar la frecuencia. Cuando se usa f, la frecuencia es en hertz; cuando se usaw la
frecuencia esta en radianes por segundo. L os dos parametros estan rel acionados por w=2pf.
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Por lo tanto, sustituyendo en 4.4
s1(D)=Y 1(1)-2Y (1)
So(H)=Y 1(D)+Y (1)

S3()=2Y 1(1)-Y (1)

De esta forma se expresa € conjunto de formas de onda {s;(t)} como una combinacion
lineal del conjunto ortogonal {Y(t)}. Si deseamos una comunicacion usando las formas
de onda sy(t), sa(t) vy ss(t), € transmisor y el receptor necesitan implementar solamente las
dos funciones base Y 1(t) y Y (1), en lugar de las tres originaes. Una forma conveniente
para seleccionar funciones base apropiadas a partir del conjunto de sefidles {si(t)} se
conoce con € nombre de procedimiento de ortogonalizacion Gram-Schmidt (ver
Proakis).

4.1.4. Representacion del ruido mediante formas de onda ortogonales

El proceso AWGN puede expresarse como una combinacion lineal de formas de onda ortogonales
de la misma forma que las sefides. Para € problema de deteccidon de sefiales, €l ruido puede
particionarse en dos componentes

n(t) =n(t) +a(t) (4.14)
en donde
N
n(e) =a i) (4.15)

j=1
es e ruido dentro del espacio de sefides, o la proyeccion de las componentes del ruido en las
coordenadas de sefial Y (1), ..., Y (1), y

a(t) =n(t)- n(t) (4.16)

se define como € ruido fuera del espacio de sefides. En otras palabras, f(t) puede ser visto como
el ruido que no es sintonizado por e detector. EI simbolo n(t) representael ruido que interfiere con
el proceso de deteccidn. Entonces podemos expresar laforma de ondadel ruido, n(t), como sigue

() = & Y 0+ (4.17)
-
en donde |
nj = (‘;Tp(t)Y i(t)dt ; paratodaj (4.18)
y
0= QT‘T(t)Y ()t (4.19)
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é,v 2(t)Y 2(t)dt = (;Til)(l)dt =T

Sl(t) A T=1
0 1/2 1 t
: |
-1
21
3L
so(t) 4
2
Lk 1t A< T=1 N
t 1
0 : > 1 t
1/2 1 0 >
sy(t) A 12
3(t)
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1L 1 | t
I 0 l/l2 1 >
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Figura 4.4. Ejemplo de conjuntos de sefid es. (a) Conjunto no ortogonal. (b) Conjunto
ortogonal.

Como se cumplen las condiciones expuestas en 4.2ay 4.2b, € conjunto de sefiales es
ortogonal.

(c) Utilizando la ecuacion 4.5 con k=T

17 170 17 3
an= ?91('[)Y 1(t)dt _?Q (- D@Ddt +? Q/z(- 3)(-DHdt =1
17 170 17 _
anz = = Q1(t)Y 2(t)dt T Q (- D(D)dt +? Q/Z(- Ddt=- 2

()Y 1(t)dt == 9/2(2)(1)dt +$(§/2(0)(- dt =1

QD

N

11
==
Q-

2A0)Y 2(t)dt = 9/2(2)(1)dt +T1 6/2(0)(1)dt =1

QD

N

1]
=
Q-

()Y (t)dt = Tl le(l)(l)dt +T1 é/z(- 3)(-Ddt =2

<)

®

1]
==
€

3(t)Y2(t)dt—1Q O@dt + = @ -3Mdt=-1

D

8

1
=
Q-
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N
E=d ai®? paatodai (4.13)

j=1

4.1.3. Generalizacion de la transformada de Fourier

Latransformacion descrita por las ecuaciones 4.2, 4.4 y 4.5 se conoce como la generalizacion de la
transformada de Fourier. En e caso de la transformada de Fourier trigonométrica, € conjunto
{Y(t)} esta compuesto de funciones arménicas seno y coseno. Pero en e caso generalizado, €
conjunto {Y(t)} no esta restringido a una forma especifica; solo debe satisfacer la ecuacion 4.2.
Cualquier conjunto de funciones integrable, incluyendo el ruido, pueden representarse como una
combinacion lineal de funciones ortogonales a través de la generalizacion descrita. Por lo tanto, en
tal espacio ortogonal, se justifica e uso del criterio de decisidn para la deteccion sobre la base de la
distancia Euclidiana. La aplicacion mas importante de esta transformacion ortogona tiene que ver
con la forma en la que las sefiales son transmitidas y recibidas. La transmisién de un conjunto de
formas de onda no ortogonal es esta acompafiada generalmente con el sopesado de los componentes
ortogonales de la portadora. Por jemplo, en la seccion 4.4.3, se mostrara que | as sefiales multinivel
moduladas en fase MPSK estan completamente caracterizadas por las componentes sopesadas seno
y coseno de la portadora.

Ejemplo. Representacion ortogonal de formas de onda.

La figura 4.4 muestra formas de onda arbitrarias que pueden representar un conjunto
ortogonal 0 que pueden ser representadas como una combinacién lineal de un conjunto
ortogonal.

(@ Demuestre que las formas de onda en la figura 4.4a no forman un conjunto
ortogonal.

(b) Demuestre que las formas de onda en lafigura 4.4b forman un conjunto ortogonal.

(c) Muestre que las formas de onda de la figura 4.4a se pueden representar como una
combinacion lineal de las formas de onda en lafigura4.4b.

Solucién.

(@  Aplicando ladefinicion para ortogonalidad en la ecuacion 4.2a
3 t tdt—‘T/2 t tdt+‘T t)s2(t)dt
QSl( )s2(t)dt = Q si(t)s2(t) Q/231( )sa(t)

J ‘T/2 J

QSl(t)Sz(t)dt =Q (- D(2)dt + Q/z(- 30)dt=-T

Como € resultado es diferente de cero, € conjunto de sefiales no es ortogonal y no tiene
caso examinar las siguientes condiciones en 4.2ay 4.2b.

(b)  Aplicando ladefinicion para ortogonalidad en la ecuacion 4.2a
T T/2 T
©Y1(t)Y 2(t)dt = @ @O@dt + Qz(- H@Ddt =0
Aplicando la definicién para ortogonalidad en la ecuacion 4.2b

12

@TYl(t)Yl(t)dt - (;T, M@t + é/z(- D(-Ddt =T
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seguir €l detector es decidir que r pertenece a la misma clase de su vecino mas cercano (vector
prototipo més cercano).
Av )

Sitn
Stn

Y (1)

Y3(t)
Figura 4.3. Sefiaesy ruido en el espacio tridimensional .

4.1.2. Energia de la forma de onda
Por definicion, la energiade laformade onda, E;, es

Ei= QTSiz(t)dt

sustituyendo la ecuacion 4.4
2

J éo u
Ei= Q@a ainj(t)L:j dt 4.7)
ei )
Jo 0
Ei= Qa aijYj(t)q aiY k(t)dt (4.8)
j k
o o J
E=a a aijaikQYj(t)Yk(t)dt (4.9
ik
sustituyendo 4.2
Ei= é é aijaikk; OEtET paraj=k (4.10)
ik
J
Ei=q ai’ki i=1,..., M (4.11)

=1

La ecuacion 4.11 es un caso especia del teorema de Parseval que relaciona la integral del
cuadrado de s;(t), con la suma del cuadrado de los coeficientes de la serie ortogonal. Si se utilizan
funciones ortonormales (kj=1), la energia normalizada sobre una duracion del simbolo, T, es

N
Ei=g ai’ (4.12)

=

Si existeigua energia E en cada unade las formas de onda s;(t), la ecuacién 4.12 se simplificaa
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El coeficiente a;; es el factor de escala de Y (t) para la componente de sefial sj(t). La forma del
conjunto{ Y j(t)} no es especifica; es elegida por conveniencia y dependera fuertemente de las
formas de onda prototipos. El conjunto de formas de onda { s;(t)}, puede ser vista entonces como un
conjunto de vectores {si}={ai1, aiz, ..., ainy- Si por gemplo, N=3, podemos graficar e vector s,
correspondiente alaformade onda

Sm(D)=am1Y 1(t)+amn2Y 2(t)+ ... +amnY n(t)

como un punto en el espacio Euclidiano tridimensional con coordenadas (am1, amz, @ms), COMO Se
muestraen lafigura4.2.

Ay 2(t)

_______________________

An2

V' »
Y 5(t)

Figura 4.2. Representacion geométrica de la forma de onda spy(t).

La orientacion a lo largo de los vectores de sefid describe la relacion de sefides entre ellas (con
respecto a fase o frecuencia), y la amplitud de cada vector en € conjunto {s;} es una medida de la
energia de la sefial transmitida durante €l intervalo de duracion del simbolo. En general, unavez que
se ha adoptado un conjunto de N funciones ortogonales, cada una de las formas de onda
transmitidas, s(t), esta completamente definida por el vector de sus coeficientes

si=(aiy, aiz, ..., ain); iI=1, ..., M (4.6)

Emplearemos la notacion vectorial, {s}, o funcional, {s(t)}, segin convenga. Un problema tipico de
deteccion, visto por convenienciaen el espacio vectorial, se muestraen lafigura4.3. Los vectores s;
Yy s representan los prototipos de las formas de onda o sefiales de referencia que pertenecen a un
conjunto de formas de onda transmitidas {s;(t)}. El receptor conoce a priori, la localidad en €
espacio de vectores de cada vector prototipo que pertenece a conjunto M-ario. Durante la
transmision de cualquier sefia, ésta es perturbada por ruido de manera que € vector resultante que
se esta recibiendo realmente es una version perturbada del original (s;+n o sc+n), en donde n
representa €l vector de ruido. El ruido es aditivo y Gausiano; por lo tanto, la distribucion resultante
de las posibles sefiales recibidas es una nube Gausiana de puntos alrededor de s; y s. La nube es
densaen € centro y se esparce conforme se incrementa la distancia a prototipo. La flecha marcada
con r representa un vector de sefiad que puede llegar al receptor durante algun intervalo del simbolo.
Latareadel receptor es decidir si r tiene unaremembranza mas cercanaal prototipo s;, as, 0 a otro
prototipo de sefia en € conjunto M-ario. La medida de remembranza puede ser vista como una
medicion de distancia. La pregunta que el detector debe resolver es. ¢(Cud de los prototipos dentro
del espacio de sefidles esta més cercano en distancia a vector recibido r? El andlisis de todos los
esquemas de demodulacion o deteccidn involucran éste concepto de distancia entre una forma de
onda recibida y un conjunto posible de formas de onda transmitidas. Una regla simple que debe
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4.1.1. Punto de vista geométrico de las sefiales y ruido

Definamos un espacio ortogonal de dimensién N como uno caracterizado por un conjunto de N
funciones linealmente independientes, {Y(t)}, conocidas como funciones base. Cualquier funcion
arbitraria en el espacio definido puede ser generada como una combinacion lineal de las funciones
base. Las funciones base deben satisfacer |as siguientes condiciones

(:T)YJ(I)Y k(t)dt =0;  OEtET paraj, k=1, ..., N; jtk (4.29)
‘TYj(t)Yj(t)dt =ki;  OFtET paraj=1,..,N (4.2b)
Q

Cuando las constante k; no son cero, €l espacio de sefiales se le denomina ortogonal. Cuando las
funciones base son normalizadas de manera que cada k; =1, € espacio es denominado espacio
ortonormal. Los requerimiento principales para la ortogonalidad se pueden enunciar como sigue:
Cadafuncion Y (t) del conjunto de funciones base debe ser independiente de | os otros miembros del
conjunto. Cada funcion Y j(t) no debe interferir con ningn otro miembro del conjunto en el proceso
de deteccion. Desde un punto de vista geométrico, cada Y j(t) es mutuamente perpendicular a cada
unade las otras Y ((t) parajt k. Un gemplo de tal espacio con N=3 se muestra en la figura 4.2, en
donde los tres ges mutuamente perpendiculares se han denominado como Y 1(t), Y (t), y Y 3(t). S
Y i(t) corresponde a una forma de onda real de voltaje o corriente, asociada con una carga resistiva
de 1W, entonces la energia normalizada en joules disipada sobre la carga en T segundos debido a
Y (t), esdelaecuacion 4.2

Ei= é,v 2,(t)dt =k 4.3)

Una razon para enfocarnos en un espacio de sefia es ortogonal es es que las mediciones por distancia
Euclidianas, fundamentales en €l proceso de deteccidn, se formulan de forma sencilla en tal espacio.
Sin embargo, aun si las formas de onda no cumplen con tal conjunto ortogonal, estas pueden ser
transformadas en combinaciones lineales de formas de onda ortogonales. Se puede demostrar que
cualquier conjunto finito de formas de onda {si(t)} (i=1, ..., M), en donde cada miembro del
conjunto es fisicamente realizable y con duracién T, puede ser expresado como una combinacién
lineal de N formas de onda ortogonales Y (1), ..., Y n(t), en donde NEM, tal que

si(t)=auY () +anY o(H)+ ... +awY n(t)
Sa(t)=azY 1(t)+azY o(t)+ ... +aY n(1)
sm(t)=amY 1(t)+amY 2(t)+ ... +aunY n(t)

Tales relaciones se expresan de forma mas compacta

si(t) =éN aijYj(t) ; NEM; i=1, .., M (4.9
j=1

en donde

aij ?Qit jtdt
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los requerimientos de disefio, tales como filtrado y amplificacion, pueden cumplirse facilmente.
Este es el caso cuando una sefial de RF se convierte a unafrecuenciaintermedia (1F).

4.1. SENALESY RUIDO

La tarea del demodulador o detector es recuperar e flujo de bits a partir de la forma de onda
recibida, libre de error en lamedida de lo posible, sin importar la distorsién de la sefial. Existen dos
causas principales de distorsion. La primera la forman los efectos de filtrado del transmisor, €l
canal, y € receptor. Como se describié en la seccién 3.7, la funcion de transferencia del sistema
puede ocasionar 1SI.

La segunda causa para la distorsion de sefiales es €l ruido producido por diferentes fuentes, tales
como ruido galactico, ruido terrestre, ruido en e amplificador, y sefides indeseables de otras
fuentes. Una causa inevitable de ruido es la movilidad de los electrones en los medios conductores.
Tal movilidad produce ruido térmico en los circuitos electrénicos que degrada la sefial en forma
aditiva; es decir, la sefid recibida, r(t), es la suma de la sefia transmitida, s(t) y del ruido térmico,
n(t). Laestadisticadel ruido hasido desarrollada usando mecanica cuanticay es bien conocida.

El ruido es una variable aleatoria y solo puede ser modelado a través de su pdf (figura 4.1a), su
autocorrelacion (figura 4.1b), y su densidad espectral de potencia bilateral (figura 4.1c). Ademas, €
ruido obedece a la representacion del sistemalineal delafigura4.1d.

4 o)
Rn(t)=(No/2)d(t)
No/2
n n
> >
0 0
€Y (b)
A
> G —» HOF |G
(©) (d)
Figura 4.1. Ruido aditivo Gausiano.
Delafigura4.1la
1 € 1gn gl
n)= & —C—~+ 4.1
p()S@ gzgsgg (4.1)
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Capitulo 4
Modulacion y demodulacion digital

La modulacion digital es e proceso mediante €l cua los simbolos digitales son transformados en
formas de onda que son compatibles con la caracteristica espectral de un canal paso banda. En €l
caso de la modulacién paso banda, la sefidl de informacion deseada modula una senoide llamada
onda portadora o simplemente portadora; para la transmision de radio frecuencia (RF), la
portadora es convertida en un campo electromagnético para su propagacion a destino deseado. Uno
puede preguntarse ¢por qué es necesario usar onda portadora en la transmision RF de sefiales banda
base? La respuesta es que en la transmision de ondas e ectromagnéticas es necesario utilizar
antenas. Para acoplar eficientemente la onda electromagnética al espacio, las dimensiones de la
apertura de la antena deben ser a menos tan grandes como la longitud de onda de la sefid
transmitida. Analice e siguiente g emplo.

Ejemplo. Longitud de antena.

Considere una sefiad banda base de 3000Hz y una sefial portadora de 30GHz. Analice los
reguerimientos en lalongitud de la antena. Considere lalongitud de onda, | , igual ac/f, en
donde c eslavelocidad delaluzy f eslafrecuencia

Solucién

Para banda base:

8
_ 3X10°m/s — 100km

3X10%Hz

s ©
f

Parala modulacién paso banda:

c _3X10°m/s _
— =" 2 =10cm
f  3X10°Hz

|3

El tamafio de la antena es menor al utilizar modulacién paso banda con portadora de alta
frecuencia.

La modulacién paso banda puede proporcionar otros beneficios importantes en transmision de
sefiaes. Si mas de una sefia utilizan el mismo canal, la modulacién puede ser utilizada para separar
las diferentes sefiales. Tal técnica es conocida como division por multiplexion en la frecuencia.
En éste sentido, la modulacion se usa para minimizar las interferencias de otras sefides. La
modulacion también puede ser utilizada para poner a la sefial en una banda de frecuencia en donde
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