u= = = =
So So So 250
La ecuacion 2.28 se puede escribir como

B_Q:(al—az)IZSo\/% pg ?lljplu_Qe 0 ; ( )

En donde Q(x), es conocida como la funcion de error complementario o funcién co-error, y esta
graficadaen lafigura2.8.

Otra forma de funcién de co-error que es utilizada frecuentemente es

arfc(x) = fp o exp|- u2hiu (2.30)
Las funciones de co-error, Q(x) y erfc(x) estan relacionadas como sigue
erfe(x) = 2Q(x-/p ) (2.31)
L @x 0
Q(x)= 2 erfcgﬁ . (2.32)

09}
08
07}
06
Q(X)
041
03}
02}

01

é u°u
Figura 2.8. Funcion de error complementario Q(x) = Q ! expe u?l;p
é “a

Lafigura 2.8 fue graficada en Matlab usando las siguientes mstruccmnes

» X = -5:0.1:5;
» q = 0.5%erfc(x/sqrt(2));
» plot(x,q)
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Por lo tanto la regla de decisién para € caso analizado compara la muestra recibida, z, con un
umbral de comparacion 6ptimo g..

2.2.4. Probabilidad de bit erroneo

Para el gjemplo binario de la seccidn 2.2.3, deseamos calcular la probabilidad de bit erroneo, Pg,
utilizando la regla de decision de la ecuacion 2.27. La probabilidad de un error es calculada a
asumir la probabilidad de las diferentes maneras en donde se pueda cometer un error. De la figura
2.7

|:| Error=(H.Cs1)+ (H2Cs1)
Figura 2.7. Diagrama de conjuntos para calcular Pg.
PB:P(Hzgsl)'l'P(HlQSz)

Ps=P(Hz51)P(s1)+ P(H1582)P(s2)

Esto es, dado que la clase de sefid s;(t) fue transmitida, un error resulta si la hipétesis H, es elegida;
0, dado que la clase s,(t) fue transmitida, un error resulta s se elige la hipétesis H;. Para e caso
especia de pdf’s smétricas y sefiaes equiprobables P(s;)=P(s,)=0.5, podemos escribir

Ps=P(H251)=P(H152)

Entonces P es numéricamente igual a area debajo de la cola de cualquier pdf, p(z,51) 0 p(z.52),
evaluando en el lado incorrecto del umbral. Es decir

¥
Pe=P(@p<z£¥)= Qa2 p(zls2)dz

Ps=Q) 1 opg l@mat, (2.28)
Q_go:(a1+az)/250 p @ Zg So ﬂlj .

haciendo & cambio de variable

u= ; Z=USo+az; dz=sodu
So

y cambiando la variable del limite inferior de la integral
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L(z) =

1 o € 13{- azp U

S2p g 2e So gy
expé 72 l:JeXpé ai® l;expéZZalu
€ 2 USARE 2u 2
L) = & 250%0 & 202G 820°H
expé 2° gexpé a2’ l,JeXpéZZazu
& UueXpe U ¢
e 23020 é 23020 SZSOZH

Hi
€z(a1- a2) ai®- a2?U> P(s2
L(2) =expg’ 2 ). 2 U e
& So 20" < P(s1)

H:2

(2.26)

En donde a; es la componente de la sefial de salida en € receptor cuando s,(t) es enviaday a, esla
componente de la sefid de salida cuando s,(t) es enviada. La inecuacion en 2.24 se mantiene a
aplicar transformaciones monétonamente ascendentes. Por o tanto, tomando el logaritmo natural en
ambos lados de lainecuacion 2.26

Hi
_2(a1- a2) ai’- a2® > aP(s2)0

1(z) 5

So 250° < P(s1) B
H2

Cuando las clases de sefid son igualmente probables

aP(s2) 9:0

In =
P(s1) g

asi esque

Hi
> ai’- a2’
< 2(ai- a2)
H2

simplificando y definiendo e umbral 6ptimo g,

Hi1
> A
g~ Araz_ (2.27)
< 2
H2
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Entonces ahora tenemos una regla de decision en términos de las pdf’s. Si ordenamos la ecuacion
2.23, tenemos la ecuacion conocida como prueba de relacion de probabilidades

H1
P(zs) > P(s2) (2.24)
p(zls2) < P(s1)
H:2
en donde
Relacion de probabilidades P2
p(z/s2)

La ecuacion 2.24 corresponde a hacer una decision basada en la comparacién de una medicién de la
sefia recibida contra un umbral. Ya que la prueba esta basada en la eleccion de una clase de sefia
con méxima probabilidad a posteriori, € criterio de decision es conocido como criterio maximo a
posteriori (MAP). También es conocido como criterio de minimo error, ya que en e promedio,
este criterio proporciona el minimo de errores en decisiones incorrectas.

2.2.3. Ejemplo de deteccion de sefiales

El gemplo de la figura 2.4 trata con pdf’s triangulares. La figura 2.6 ilustra las pdf’s para las
sefides binarias de salida perturbadas por ruido gausiano, z(T)=a;+n, y z(T)=axtn, de un receptor
tipico. Las sefides a; y ap, son mutuamente exclusivas e igualmente probables. El ruido, n,, se
asume como una variable aleatoria gausiana independiente con media cero, varianza s, y pdf p(no)
dada por

p(no) = (2.25)

e
eXpe
e

p(z/52) p(z/51)

B!:'E

1a90°
E?

Probabilidad

a1 @ az M uestras recibidas

Figura 2.6. Probabilidades condicionales para un receptor binario tipico.

Obteniendo larelacion de probabilidades

p(zsy)
p(z/s2)

L(z)=
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n(t)

Fuente de Espacio de Obser-
sefial ‘ vacion (receptor)

si(t) r(t) i o
z

Regla de decision
(Hvz)

!

Decisién H;

Figura 2.5. Elementos de la teoria de decision.

En donde la relacion del conjunto de hipdtesis H; con las clases de sefid s; se muestra a
continuacion

i Hi:s1 i
: H2:s2 :

M hipéteﬁis}' 1’,M clases de sefial
‘. !

i ;

I I

tHwisvp

La muestra z(T) esta constituida de una componente de sefia, a;(T), y una componente de ruido
No(T). El tiempo T esladuracion del simbolo. En cada kT, en donde k es un entero, el receptor usala
regla de decision para decidir que clase de sefial se recibid. Por smplicidad de notacidn,
normalizando T=1s, la ecuacion 2.21 se puede escribir como z=a;+n,,

Un punto razonable para establecer la regla de decision en e receptor para el caso de dos clases de
sefial se muestra a continuacion

H1
>

P(Sﬂz) - P(Sz‘z) (2.22)
H2

La ecuacion 2.22 muestra que debemos elegir la hipotesis H; si |a probabilidad a posteriori P(s;%2)
es mayor gque la probabilidad a posteriori P(s;%2). De otra forma, debemos elegir H,.

Podemos reemplazar las probabilidades a posteriori de la ecuacion 2.22 con sus expresiones
equivalentes del teorema de Bayes, ecuacion 2.20

Hi
p(z[sy)P(s) Z p(zs2)P(s2) (2.23)

H:2
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cualquier valor en € ge z. Si las pdf’s no se solapan, nosotros podemos clasificar la sefial con
certeza. Para €l gemplo de la figura 2.4, necesitamos una regla que nos ayude a clasificar las
sefiaes recibidas, ya que algunas sefides caeran en la region en donde las dos pdf se solapan.
Consideremos una sefial recibida z,. Asumamos que las dos clases de sefia s; y S, son igualmente
probables, y calculemos las dos probabilidades a posteriori aternativas. Ademés, sugiramos una
regla que el receptor pueda utilizar para decidir a que clase de sefid pertenece z,.

Probabilidad

p(z/52) p(z/51)

05

0.3 |-l

Muestras recibidas
Figura 2.4. Representacion gréfica del teorema de Bayes.

Solucion
De la figura podemos observar que p(z.¥%1)=0.5 y p(z.¥5,)=0.3. Sustituyendo en 2.20 con
P(51)=P(52)=0.5

P(siz2) = (0.5)(0.5) _5
(0.5)(0.5) +(0.3)(0.5) 8

P(siz2) = (0.5)(0.5) _5
(0.5)(0.5) +(0.3)(0.5) 8

Una regla es decidir que la sefid recibida pertenece a la clase con méxima probabilidad a posteriori
(clase s;). Examine la figura 2.4 y notara que esta regla de maxima probabilidad va con € sentido
coman.

2.2.2. Elementos de la teoria de la decision

Los elementos de la teoria de la decision se muestran en la figura 2.5. La fuente de sefid en €
transmisor consiste del conjunto de formas de onda {si(t)}, i=1, ..., M. Una forma de onda
r(t)=si(t)+n(t) se recibe, en donde n(t) es ruido blanco aditivo gausiano (AWGN) introducido por €l
canal de comunicaciones. En €l receptor, la forma de onda es reducida a un nimero simple, z(t=T),
gue puede aparecer en cualquier lugar del ge z. Debido a que € ruido es un proceso gausiano y se
asume un receptor lineal, la salida, z(t), es también un proceso gausiano, y € ndmero z(T) es una
variable aleatoria continua.

z(T)=ai(T)+ny(T) (2.21)
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aleatoria, se especifica € ancho de su pdf. La varianza y € valor cuadrdtico medio estan
relacionados por

s,Z =E(X%-2m,X+m,?)
s,Z =E(X?-2m,E(X)+m,?

s =E(X®)-m,?

2.2. TEORIA DE LA DECISION

L os fundamentos matematicos de las pruebas de hipétesis descansan en €l teorema de Bayes, que se
deriva a partir de la definicidn de la relacidn entre las probabilidades condicionales y conjuntas,
como se demostré en la ecuacion 2.7 y que repetimos aqui por comodidad cambiando la notacion

P(Zj‘Si)P(Si)
a P(zls)P(s)

i=1

P(s|z) = i=1, ..., M (2.19)

En una aplicacion de comunicaciones, s; es lai-esima clase de sefial de un conjunto de M clases, y z
es la j-esima muestra de la sefia recibida. La ecuacion 2.19 puede ser vista como la descripcion de
un experimento involucrando una muestra recibida y algin conocimiento estadistico de las clases de
sefid alas cuales la muestra recibida pertenece. La probabilidad de ocurrencia de la i-esima clase de
sefid, P(si), antes del experimento, se llama probabilidad a priori. Como un resultado de examinar
una muestra particular recibida, z;, podemos encontrar una medida estadistica de la posibilidad de
que z; pertenezca a la clase s; a partir de las pdf’s P(zj¥si). Después del experimento, podemos
calcular la probabilidad a posteriori, P(si¥z;), que puede ser vista como un refinamiento de
nuestro conocimiento previo. Entonces entramos a un experimento con algin conocimiento previo
concerniente a la probabilidad del estado por naturaleza, y después de examinar la muestra de la
sefial, estaremos provistos de una probabilidad a posteriori. El parametro P(z;) es la probabilidad de
lamuestrarecibida, z;, sobre el espacio entero de clases de sefial. Este término, P(z;), puede ser visto
como un factor de escala, ya que su valor es e mismo para cada clase de sefial.

2.2.1. Forma mezclada del teorema de Bayes

Para la mayoria de las aplicaciones de ingenieria de comunicaciones, los valores posibles de las
muestras recibidas son continuas en rango, debido a la presencia de ruido aditivo gausiano en €l
canal. Por |o tanto, la forma més Util del teorema de Bayes contiene valores continuos de la pdf en
lugar de los discretos de la ecuacion 2.19. Escribiendo nuevamente 2.19 y enfatizando este cambio

p(zlsi)P(si)
p(z|si)P(si)

P(s|z) = i=1, ..., M (2.20)

Qo=

i=1

En donde p(z¥/s;) es la pdf condicional de la muestra continua recibida, z, condicionada a que se
transmitio la clase de sefid s;.

Ejemplo.

Consideremos las dos clases de sefial s; y s, caracterizadas por sus pdf’s condicionales de forma
triangular p(z¥s,) y p(z¥/s,), mostradas en la figura 2.4. Una sefial se recibe; esta puede tener

7 de 13



p(x) = d';ix) (Y EXEY) (2.12)
o en forma equivalente
F(x) = Q pUYdu  (¥EXE¥) (2.13)

Frecuentemente estaremos enfrentados al problema de determinar la probabilidad de que una
variable aeatoria X caiga dentro de un intervalo (xi, Xp), en donde x,>x;. Para determinar la

probabilidad de este evento, empecemos con & evento { XEx,}. El evento puede expresarse siempre
como la union de dos eventos mutuamente exclusivos {X£x;} y {xi<X£x,}. Por lo tanto, la
probabilidad del evento puede expresarse siempre como la suma de las probabilidades de los
eventos mutuamente exclusivos

P(X£X2) =P (X£X1) + P(X]_<X£X2)

F(Xz) = F(X]_) +P(X1<X£X2)

P(Xa<XEXo)=F(Xo)-F(x2)= Cizp(x)dx (2.14)

En otras palabras, la probabilidad del evento {x;<X£x,} es simplemente el area debgjo de la pdf en
el rango x;<X£x.

Promedios estadisticos
El valor medio, my, o valor esperado de unavariable aeatoria X esta definido por
¥
mx=E(X) = Q xp(x)dx (2.15)

En donde E(.) es € operador vaor esperado. EI enésmo momento de una distribucién de
probabilidad de la variable aleatoria X esta definido como

¥
E(X™) =Qx”p(x)dx (2.16)
Para el propésito de andlisis en los sistemas de comunicaciones, |os momentos mas importantes de

X son los dos primeros momentos. Entonces, n=1 en la ecuacion 2.16 proporciona m, como en
2.15, y n=2 proporciona el valor cuadratico medio de X como en la siguiente ecuacion

¥
E(X?) =Qx2p(x)dx (2.17)
En forma adiciona se pueden definir los momentos centrales, que son los momentos de la

diferencia entre X y m,. El segundo momento central, conocido como la varianza de X, s, esta
definido por

var(X) =s:2 =E((X - m)?) = Ci (x- mx)? p(x)dx (2.18)

La raiz cuadrada de la varianza es conocida como la desviacion estandar de X, s,. La varianza es
una medida de la aeatoriedad de la variable aeatoria X. Al especificar la varianza de una variable
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Dada una variable aeatoria X=X(s), consideremos € evento { XEx} en donde x es cualquier nimero

en el intervalo (-¥, ¥). Podemos escribir la probabilidad de este evento como P(X£x) y su notacion
simple como F(x)

F(x)= P(X£x) (¥ EXE¥) (2.112)
Lafuncion F(x) eslafuncién de distribucion de probabilidad de la variable aleatoria X. También
es conocida como la funcion acumulativa de probabilidad, (cdf). Dado que F(x) es una
probabilidad, su rango esta limitado a OEF(x)E1. De echo, F(-¥)=0 y F(¥)=1. Por gemplo, la
variable aleatoria X(s)=s generada por € lanzamiento del dado es mostrada en lafigura 2.2.

s | X=X(s)=s |P(X) |F(x)=P(X£x)
1|1 6 |16

2 |2 U6 |26

313 6 |36

4 14 U6 |4/6

515 16 |5/6

6 |6 16 |6/6

F(x)

A
6/6 + —
5/6 +
4/6 +
36 +
216 +
16 +

F—t—+——+—+—P X

0 1 2 3 4 5 6
Figura 2.2. Ejemplo de cdf para e experimento del dado.

La cdf de una variable aeatoria continua y tipicamente aparece como en la figura 2.3. Esta es una
funcion de x lisa, no decreciente.

F(x)
A

/

Figura 2.3. Ejemplo de cdf de una variable aleatoria continua.

P X

La derivada de F(x), denotada como p(x), es conocida como la funcion de densidad de
probabilidad (pdf) de lavariable aeatoria X. Entonces tenemos que
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P(BC A) _ P(AB)
P(A)  P(A)

Escribiendo 2.4 y 2.5 de unaforma diferente

P(B|A) = (2.5)

P(AB)=P(AYB)P(B)=P(BYA)P(A) (2.6)

Una relacion extremadamente (til para probabilidades condicionales es € teorema de Bayes que
muestra que la probabilidad paralos eventos mutuamente exclusivos A;, i=1, 2, ..., n, es

P(AB) _ P(B/A))P(A)

PB4 pEiA)P(A)

=

P(A|B) = (2.7)

Demostracién: Parael numerador de 2.7

P(AB)=P(BYA)P(A)
Para el denominador, de2.2y 2.6

n n
P(B) =4 P(AB) = P(B/A)P(A)
=1 j=1
Otro concepto importante en la teoria de la probabilidad es la independencia estadistica. Para
explicar este concepto, consideremos los eventos A y B y su probabilidad condicional P(AYB), que

es la probabilidad de la ocurrencia de A dado que B ha ocurrido. Suponga que la ocurrencia de A no
depende de la ocurrencia de B. Esto es

P(AYB)=P(A) (2.8)
Sustituyendo 2.8 en 2.6

P(AB)=P(A)P(B) (2.9)

Esto significa que la probabilidad conjunta de los eventos A y B se puede factorizar en el producto
de sus probabilidades marginales P(A), P(B) respectivamente. De esta forma, la expresién general
de29es

Pé Aigz O p(a) (2.10)
i %} i

2.1.3. Variables aleatorias, distribucion de probabilidad y densidad de
probabilidad

Dado un experimento cuyo espacio de eventos es S y elementos si S, se define una funcion X(s)
cuyo dominio es S y cuyo rango es un conjunto de nimeros en €l ge de los nimeros reades. La
funcion X(s) es la variable aleatoria. Por gjemplo, en e experimento del lanzamiento del dado
S={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Una variable aleatoria en este espacio de eventos puede ser X(s)=s, entonces los
resultados del experimento son mapeados en los enteros 1, ..., 6.
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P(B) :2

Entonces de 2.1, la probabilidad de la union de estos dos eventos mutuamente exclusivos es

+

P(AE B)=P(A)+P(B) =

oOIN
oOlw
ol ol

2.1.2. Eventos conjuntos y probabilidad condicional

En lugar de tratar con un experimento sencillo, asumamos dos eventos y consideremos sus
resultados. En general, s un experimento tiene los posibles resultados A;, i=1, 2, ..., n, y un
segundo experimento tiene los posibles resultados B;, j=1, 2, ..., m, entonces € experimento
combinado tiene los posibles resultados conjuntos (AiB)=(AiCB)), i=1, 2, ..., n, j=1, 2, ..., m.
Asociado a cada resultado del conjunto (AiB;) existe la probabilidad conjunta P(AB;) que satisface
la condicion

0E P(AB)£L

Asumiendo que los resultados A;, i=1, 2, ..., n, son mutuamente exclusivos, es fécil mostrar de la
figura2.1 que

P(Bj) = én P(AiB;j) (2.2

i=1

Figura 2.1. Eventos conjuntos.

En formasimilar, s los resultados Bj, j=1, 2, ..., m, son mutuamente exclusivos tenemos
P(A) = § P(AB) (2.3)
=1
La probabilidad condicional de un evento A asumiendo B, denotada por P(A|B), es por definicion
P(AC B) _ P(AB)
P(B) P(B)

En donde ACB=AB y P(B)! 0. En forma similar, la probabilidad condiciona de un evento B
asumiendo A es

P(AB) =

(2.4
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A={1,3,5,6}

Se dice que dos eventos son mutuamente exclusivos s ellos no tienen eventos elementales en
comdn. Por giemplo, A y B son eventos mutuamente exclusivosy Ay A también lo son.

La union (suma) de dos eventos es un evento que consiste de todos los eventos elementales en los
dos eventos. Por gjemplo, launion de B y C, denotada como BEC, ese evento D

D=BEC={1, 2, 3, 6}

Similarmente

AE A=S

Por otra parte, la interseccion de dos eventos es un evento que consiste de los eventos elementales
gue son comunes a ambos eventos. Entonces, s E=BCC representa la interseccion de los eventos B
y C, entonces

E=BCC={1, 3}
Cuando dos eventos son mutuamente exclusivos, lainterseccién es e conjunto vacio. Por gjemplo,
A'y B son eventos mutuamente exclusivos, y A A y también o son ya que

ACB=/

AC A=/

L as definiciones de unidn e interseccion se pueden extender a mas de dos eventos de forma similar.

2.1.1. Los axiomas

Asociado a cada evento A contenido en € evento seguro S, esta un nimero P(A) llamado la
probabilidad del evento A. Este nimero se elige de manera que satisface las siguientes tres
condiciones:

P(A)30
P(S)=1

Si ACB=/E entonces P(AE B)=P(A)+P(B)

En donde la forma general del tercer postulado se puede extender a més de dos eventos de la
siguiente manera: Suponga que A;, i=1, 2, ..., son eventos mutuamente exclusivos de tal forma que

ACA=A itj=1, 2, ...
Entonces la probabilidad de la unidn de estos eventos mutuamente exclusivos es

PaU Aigz 8 P(a) 2.1)

En e giemplo anterior, en donde A={2, 4}, B={1, 3, 6} y ACB=/ tenemos que

P(A) :é
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Capitulo 2
Fundamentos de lateoria de decision

Los fundamentos de la teoria de la decisién estan construidos sobre las disciplinas mateméticas de
la probabilidad y las variables aeatorias.

Los elementos basicos del problema de la decision son: 1) Un conjunto de hipétesis que
caractericen los posibles estados verdaderos por naturaleza, 2) Una prueba en donde los datos se
obtienen a partir de aguellos que deseamos inferir la verdad, 3) Una regla de decision que opera
sobre los datos para decidir, de forma Optima, cua hipétesis describe mejor el estado verdadero por
naturaleza, y 4) Un criterio de optimizacion. El criterio de optimizacion que eligiremos paralaregla
de decision es minimizar la probabilidad de hacer una decision errOnea.

2.1. FUNDAMENTOS DE PROBABILIDAD
En teoria de probabilidad se utiliza la siguiente terminol ogia:

El espacio S es conocido como el evento seguro o espacio de muestreo y sus elementos son
resultados experimentales.

El conjunto vacio A es el evento imposible.

Un evento, por gemplo A, es un subconjunto de S y puede consistir de eventos elementales del
evento seguro.

Por gjemplo en e experimento del lanzamiento de un dado y observar € resultado

S={1,2,3,4,5, 6}

En donde los enteros 1, ..., 6 representan el nimero de puntos en las seis caras del dado. Por otro
lado, se pueden definir los eventos A, B y C como

A={2, 4}
B=({1, 3, 6}

c={1,2, 3}

Adicionalmente, e complemento del evento A denotado como A, consiste de todos los eventos
elementales en € evento seguro S que no estdn en A
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